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Resumo

O A-célculo é uma importante ferramenta tedrica no campo da computacao, essencial
para o desenvolvimento de nogoes como computabilidade assim como para a imple-
mentacao de linguagens de programacao funcional tipadas e assistentes de prova.
A nocao de substituicao utilizada para a definicao da [-conversao é uma meta-
operagao que nao esta formalmente definida no A-calculo. Por esta razao, apesar
de termos uma notacao concisa para algoritmos, nao estamos aptos para analisar
complexidade de tempo ou espaco dos mesmos. Na intencao de resolver esse pro-
blema foram criadas algumas variagoes do A-calculo, que manipulam a operacao de
substituicao explicitamente, como, por exemplo, Ao, As., Au, etc. Neste trabalho
estamos interessados em comparar trés desses calculos: o Ao, o As. e o Célculo de
Suspensao, que aqui denotaremos por Agysp. Inicialmente introduzimos uma regra
FEta para o Agyusp € mostramos que o calculo de substituicoes explicitas obtido ao
se incluir esta nova regra ¢ convergente. Depois mostramos que o Agysp, € 0 Ao 520
incompardveis entre si e, que o As. é mais adequado que o Ag,s,. Utilizamos a lin-
guagem de programacao funcional Ocaml, para implementarmos um ambiente que

simula os sistemas de reescrita dos calculos Ao, As. € Agysp.



Introducao

O A-célculo surgiu no inicio do século XX com os trabalhos de Alonzo Church
[Chu32] e [Chu33]. Esses estudos faziam parte de teorias mais gerais de fungdes e
l6gica de ordem superior, cujo intuito era servir como fundamento para a Matematica.
Quando Kleene & Rosser [KR35] mostraram a inconsisténcia dessas teorias, Church
abandonou o programa de fundamentos e extraiu a subteoria referente a parte fun-
cional que hoje corresponde ao que chamamos de A-calculo, cuja consisténcia foi
mostrada por [CR36].

Conhecido como o primeiro sistema de reescrita no contexto computacional, o \-
calculo é uma teoria que modela fun¢ées computdveis, com uma notagao compacta
para algoritmos, mas que no entanto, nao nos fornece meios para estimar impor-
tantes nogoes da computacao como, por exemplo, complexidade de tempo ou espaco
para estes algoritmos. As operagoes bésicas do A-célculo sao a f-conversao e a n-
conversao, sendo a primeira um mecanismo basico para aplicar fungoes abstratas a
argumentos e, a segunda uma simples abstracao para a equivaléncia funcional. Além
disso, uma terceira operacao, denominada a a-conversao, permite mudar nomes de
variaveis.

A operacao de substituicao utilizada para definir a [-conversao do A-célculo é
uma operacao implicita que nao esta definida formalmente. Muito trabalho tem
sido desenvolvido desde entao no intuito de tentar controlar melhor essa operacao
como, por exemplo, [CE58] e [Cur86]. O trabalho de Curien [Cur86] constituiu a
base para o trabalho de Abadi et al. [ACCL91] onde foi apresentado o primeiro
calculo de substituigoes explicitas, chamado de Ao. Os cdlculos de substituicoes
explicitas constituem uma variacao do A-calculo onde se tenta controlar explicita-
mente a operacao de substituicdo. Aqui estudaremos trés desses calculos: o Ao, o
Ase [KRIT] e o Calculo de Suspensao [NWOIS|, que aqui denotaremos por Agysy. O
Asusp foi desenvolvido por Nadathur e Wilson quando eles estavam interessados em

utilizar A-termos como dispositivos computacionais em questoes pertinentes a im-
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plementagao do AProlog [NMS8§], uma linguagem de programagao légica que utiliza
A-termos como estrutura de dados.

Nosso objetivo é comparar o Ag,s, com os célculos Ao e As.. Compararemos no
estilo de [KR00], onde Kamareddine e Rios mostraram, entre outras coisas, que os
célculos Ao e As (uma versao restrita do As. para termos sem meta-variaveis) sao
incomparaveis.

O Agysp foi apresentado sem a regra Etaﬂ. Aqui introduziremos uma regra Eta
que preserva a terminalidade e a confluéncia da parte de substituicao deste calculo.
Posteriormente mostraremos a correspondéncia entre as regras Eta desses cédlculos.

Outra parte interessante deste trabalho consiste de uma implementacao desen-
volvida com o intuito de simular as derivagoes de um termo no Agysp, N0 Ase ou no
Ao. A linguagem utilizada para esta implementacao foi o Ocaml, da familia ML, e
que utiliza tipagem implicita. Aqui apresentaremos os primeiros resultados obtidos
com essa implementacgao, em particular, mostraremos que a implemetacao da regra
Eta para cada um dos calculos aqui tratados é correta.

A presente dissertacao esta dividida em quatro capitulos de acordo com a seguinte
ordem:

O primeiro capitulo contém os resultados e no¢oes importantes sobre teoria de re-
escrita e A-cdlculo. Um cuidado especial é dado para a secao que trata da notacao de
De Bruijn haja vista que esta notagao é utilizada pelos calculos tratados. Na notacao
de De Bruijn, varidveis sao substituidas por indices representados por niimeros na-
turais. Fsses indices representam o nimero de abstratores que envolvem aquela
variavel. Uma consequéncia imediata é que termos em notagao de De Bruijn sao
insensiveis a a-conversao. Por esse motivo podemos citar aqui, fora as vantagens
computacionais obvias dessa indexacao, pelo menos duas grandes vantagens em se
utilizar essa notacao. A primeira diz respeito ao fato de que a equivaléncia entre
A-termos, médulo renomeamento de varidaveis, é imediata enquanto que na notacao
convencional estabelecer a dita equivaléncia, em geral, tem um alto custo computa-
cional. A segunda vantagem estd no fato de que nao precisamos nos preocupar com
captura de variaveis livres apds -conversoes.

O segundo capitulo versa sobre substituigbes explicitas. Apresentaremos os
calculos de substituicoes explicitas com os quais trabalharemos assim como suas
propriedades. Ainda no capitulo 2 introduziremos a regra Eta para o Agysp €

mostraremos a terminalidade e confluéncia da parte de substituicao deste calculo

TRestringiremos o uso do nome 1 ao A-célculo puro



com a FEta-conversao. Em seguida estabeleceremos a equivaléncia entre as regras
FE'ta dos calculos aqui tratados.

No terceiro capitulo utilizaremos a nogao de adequabilidade de [KR00] para
compararmos 0 Agysp, A0 € As.. Esta comparacao ¢ importante para que possamos
ter uma boa idéia do comportamento de cada um desses calculos verificando suas
vantagens e desvantagens.

Por fim, o quarto capitulo se refere a uma implementacao para as regras dos
sistemas de reescrita dos cdlculos aqui estudados. Vale salientar que implementamos
a regra Fta para cada um dos cédlculos aqui tratados. Apresentamos um pouco da
estrutura da implementacao de forma que se possa observar as vantagens de se
trabalhar com A-termos no ambiente da linguagem Ocaml. Além disso, veremos a

corretude das regras Eta aqui implementadas.
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Capitulo 1

Sistemas de Reescrita e o
A-Calculo

1.1 Sistemas de Reescrita

Iniciaremos este trabalho fazendo uma breve introducao aos sitemas de reescrita
com énfase especial para o A-calculo a titulo de motivagao. Iniciaremos com as
defini¢oes bésicas de sistemas de reescrita que podem ser encontradas com mais
detalhes em [AROO] e [BNOSg].

Definicao 1.1 O nudmero de argumentos de um simbolo de funcdao é denominado a
“aridade” da fun¢ao. Um simbolo de funcao de aridade n é denominado um simbolo

n-ario.
Definicao 1.2 Um termo ¢ definido indutivamente por:
o Uma varidvel é um termo;

e Uma constante é um termo;

e Se f € um simbolo de funcao de aridade n e, ti,...,t, sao termos entao

f(t1, ..., tn) € um termo.

Defini¢ao 1.3 Uma substituigao 0 é um conjunto finito da forma {t, /vy, ... t,/v,},

onde cada v; € uma varidvel distinta e cada t; € um termo distinto de v;.

Observacao. Utilizaremos = para denotar a igualdade semantica e = para denotar

a igualdade sintatica.



Definigao 1.4 Sejam 0 = {t,/v1,...,t,/vn} uma substituicio e E um expressao.
Entio Ef, a instancia de E por 0, é a expressao obtida de E substituindo si-

multaneamente cada ocorréncia das varidveis v; respectivamente por t;, para i =
1,2,...,n.

Definicao 1.5 Seja S um conjunto finito de expressoes. Uma substituicdo 0 € de-

nominada um unificador de S se SO ¢ um conjunto unitario.

Definigao 1.6 Um wunificador 6 para um conjunto finito S de expressoes é deno-
minado wm unificador mais geral de S, denotado por mgu(S), se para todo

unificador o de S, existe uma substituicao v tal que o = 6.

Definicao 1.7 (Posi¢oes Validas) O conjunto O(t) das posigoes validas de um

termo t € definido indutivamente por:

(1) Set é uma constante ou varidvel entao O(t) = A\, onde X denota a sequéncia

V02104,

(2) Se t é um termo da forma f(ty,...,t,) entio O(t) = {im | 1 < i < ne
T € Oty U{A} et |;x= t; |5, onde t |; denota o subtermo de t que se

encontra na pPosi¢ao .

Defini¢ao 1.8 (Sistema de Reescrita) Seja M um conjunto e — uma relagao
bindria sobre M. Um sistema de reescrita é um par (M, —) onde — € denomi-

nada a relagao de reducao ou relagao de reescrita correspondente ao sistema.

Notagao. Seja R = (M, — ) um sistema de reescrita. Denotamos por:

e « a relagao inversa de — , de forma que u < v se e somente se v — u;
o »= — U <, de forma que u <> v se e somente se u — v ou u  v;

e —" a relagao que é definida indutivamente por

u—% se e somente se u = v e,

u—""1v se e somente se Jw, u —"w — v;



Intuitivamente —" pode ser vista como a aplicacao de n passos da relacao
— . Neste caso dizemos que temos uma derivagao de comprimento n. Uma

derivagao de um tnico passo é denominada uma reducgao.

A mesma relacao indutiva também pode ser extendida, de maneira 6bvia, para

+" e +>". Por elegancia na notacao, <" é substituido por "<—.
e —* o fecho reflexivo transitivo da relacao — ;

e " o fecho reflexivo simétrico transitivo da relacao — . Ou seja, <>* é a menor

relagao de equivaléncia que contém a relagao — .

Notagao. Para o sistema de reescrita R = (M, — ), essa relagao de equivaléncia

serd denotada por =g.

Definicao 1.9 Uma relagao bindria é uma ordem parcial se for anti-reflexiva e

transitiva.

Definicao 1.10 Uma ordem parcial é dita bem-fundada (do inglés, well-founded)

quando nao gera cadeias de reducdao infinitas.

Definicao 1.11 Seja R = (M, — ) um sistema de reescrita. Um elemento u €
M € denominado irredutivel se ndao existe nenhum v € M tal que u—v; caso
contrdrio u € dito redutivel. Se u—*v e v € irredutivel, entao v é denominado
uma forma normal de u, que denotaremos por R-norm(u). Dois termos u e v sao

ditos juntaveis se existe um w € M tal que u—* w *<— v e, denotamos por u | v.

Definicao 1.12 Uma relagao de reescrita — sobre um conjunto M é dita termi-
nante se nao existem cadeias infinitas de deriva¢ao ug— uy — .... Um sistema de
reescrita assoctado com uma relacao de reescrita terminante serda também denomi-

nado terminante.

Definicao 1.13 Um sistema de reescrita é dito confluente se
(¢~ 0—=*) C (=" o™).

Isto significa que para todo u,v,w € M com v *— u—* w, existe algum r € M com

v—* r e w.



Defini¢ao 1.14 Um sistema de reescrita R = (M, — ) é localmente confluente

ou local confluente se e somente se (< o—) C (—* o ™).

Definicao 1.15 Um sistema de reescrita R = (M, — ) satisfaz a propriedade de
Church-Rosser (CR) se e somente se «<3* C (—* 0 *).

Observacao. E bem conhecido que Confluéncia e a Propriedade de Church-Rosser

sao equivalentes.

Notacao. Por analogia, as situacoes v *<— u—* w e v < u— w sao denominadas

divergéncia e divergéncia local, respectivamente.

Defini¢ao 1.16 Um sistema de reescrita R = (M, — ) é denominado convergente

se € terminante e confluente.

Lema 1.17 Seja R = (M, — ) um sistema de reescrita convergente. Entdo u <>* v

se e somente se R-norm(u) =g R-norm(v).

Lema 1.18 (do Diamante de Newman, 1942). Seja R = (M, —) um sis-
tema de reescrita terminante. Entao a relacio — € confluente se e somente se é

localmente confluente.

Definigao 1.19 (Pares Criticos) Sejam Iy — 1y e ly — ry regras de um sistema de
reescrita R. Suponha que Var(ly) NVar(ly) = 0, onde Var(t) denota o conjunto das
varidveis que ocorrem no termo t. Seja m € O(ly), tal que o termo na posi¢io T de
ly, isto é, 1y |, ndo seja uma varidvel, e 0 = mgu(ly |r,l2). Entdo o par ordenado

de termos
(rio, (Ii[m < 13])0)

¢ um par critico de R das regras ly —ry e lo—1ry. Denotamos por CP(R) o

conjunto dos pares criticos de R.

Pelo Lema do Diamante de Newman [New42], sob a hipdtese de terminagao,
confluéncia e confluéncia local sao equivalentes. Esse resultado é de grande interesse
tedrico, mas na pratica nao pode ser aplicado diretamente ja que testar confluéncia

local é, em geral, um processo infinito. Para solucionar esse problema, enunciaremos



o conhecido Lema dos Pares Criticos de Knuth-Bendix. Esse lema nos permitira
concluir a confluéncia de um sistema de reescrita pela simples andlise dos seus pares

criticos.

Lema 1.20 (Pares Criticos de Knuth-Bendix, 1970) Seja R um sistema de
reescrita de termos. Se t; <=t — 1y entao t; | ta ou ty <>cp(r) t2, onde <>cpry € 0

fecho simétrico da relagao dada pelo conjunto de pares criticos de R.

1.2 O )-Calculo

O A-célculo surgiu no inicio do século XX com os trabalhos de Alonzo Church
[Chu32] e [Chu33|. Esses estudos faziam parte de teorias mais gerais de fungoes
e logica de ordem superior, cujo intuito era o de servir como fundamento para a
Matematica. Quando Kleene e Rosser [KR35] mostraram a inconsisténcia dessas
teorias, Church abandonou o programa de fundamentos e extraiu a subteoria refe-
rente a parte funcional que hoje corresponde ao que chamamos de A-cdlculo, cuja

consisténcia foi mostrada por [CR36].

O A-célculo é o primeiro sistema de reescrita conhecido no contexto computa-
cional. E também um modelo conveniente para representar fungoes computaveis e,
além disso possui uma notagao compacta para algoritmos, sendo por esse motivo a

base do paradigma de programacao funcional.

O A-célculo é uma teoria que modela fungoes e seu comportamento aplicativo,
tendo, por isso, a aplicagao como operacao basica. Dada uma funcao f e um ar-

gumento a denotamos o resultado da aplicacao da funcao f ao argumento a por
f a.

O A-calculo possui uma outra operacao basica que, num certo sentido, corres-
ponde a operacao inversa da aplicacao. Essa operacao é chamada de abstracao. O
significado da abstragdo pode ser compreendido da seguinte forma, se g(x) repre-
senta uma expressao, possivelmente contendo a variavel x, entao representamos por
Az.g(x) a fungdo que associa a cada argumento a o valor g(a). Dado um abstrator
qualquer A\z.M, dizemos que M é o corpo do abstrator. Em geral, o corpo de um
abstrator inicia apés o ponto ligado a esse abstrator e, quando necessario, ¢ delimi-
tado por parénteses. Por exemplo, em (Az.(A\y.M) N) o corpo do abstrator Ay é M
enquanto que o corpo do abstrator Ax é A\y.M. Os parénteses podem ser eliminados

quando a abrangéncia dos abstratores é evidente como em A\z.M.



Nesse ponto podemos definir varidvel livre e varidvel ligada:

Definigao 1.21 O conjunto das varidveis livres do termo M, denotado por V L(M),

¢ definido indutivamente por:

(i) VL(z) = {z}, para qualquer varidvel x;
(1)) VL((M N)) =VL(M)UVL(N);,
(11i)) VL(Ax.M) =V L(M)\{z}.

As ocorréncias da varidvel x na expressao Ax.M sdao ditas ligadas.

Por exemplo, na expressao Az.2z + 1 dizemos que x é uma variavel ligada pois
ela ocorre no corpo do abstrator Az. Ja na expressao Azr.2x + y, dizemos que = é
variavel ligada enquanto que y ¢ uma variavel livre porque a mesma nao esta no
corpo de nenhum abstrator da forma Ay. Note que uma variavel pode ocorrer tanto
livre quanto ligada em um mesmo termo. De fato, no termo a(Aa.a) a primeira

ocorréncia da variavel a € livre enquanto que a segunda ocorréncia é ligada.

Em [Bar97], Barendregt explica o aparecimento do simbolo A para denotar a
abstragao de fungao: “Em Principia Mathematica [RW13], a notagao para funcdo
f com f(x) =2x+1¢é 27 + 1. Church originalmente pretendia utilizar a notacao
2.2z + 1. No entanto, o tipégrafo nao conseguiu posicionar o simbolo ~ em cima
da letra x, e o colocou em frente da mesma resultando emz.2x + 1. Depois outro

tipégrafo mudou z.2x + 1 para Az.2z + 17.

A seguir definimos formalmente os A\-termos:

Definicao 1.22 O \-cdlculo opera sobre termos definidos pela sequinte sintaze:

TERMOS M, N == a|AM|(M N) ondea ¢ uma varidvel.

Notagao. (i) M Ny ... N é o mesmo que (...((M Ny)Ng)...Ng) e,
(ii) Axy ...z, M significa (Azy.(Azo.(... (Axg.M)...)))

As substituicoes desempenham um papel fundamental no A-calculo. De fato, a
principal regra computacional desse formalismo, a S-conversao, pode ser represen-

tada da seguinte maneira:

(B8) (Ax.M) N)— M{N/x} (1.1)

De acordo com a defini¢ao [L.4), M{N/z} representa a substitui¢do por N de

todas as ocorréncias da varidvel x no termo M, no entanto, adaptada ao contexto



do A-calculo, devemos substituir N apenas pelas ocorréncias livres da variavel x.
Note que nao queremos com essa substituicao que alguma variavel livre venha a
se tornar ligada apds a substituigdo. Por exemplo, (A\y.z){yy/x} # (A\y.yy). As-
sim, sempre que necessario podemos fazer um renomeamento de varidveis de forma
que (Ay.z){yy/z} — 5(Az.yy). Esse renomeamento é denominado a-conversio na
linguagem do A-cdlculo. Fazer um renomeamento como descrito acima nao é uma
regra formal e, assim como a substituicdo {N/x}, ambas operagoes estao fora da

linguagem do A-célculo, ou seja, estas operagoes sao na verdade meta-operagoes.

Adicionalmente, o A-célculo possui uma outra regra chamada n-conversao. In-
tuitivamente essa regra nos diz que abstracoes que computam o mesmo valor para

0 mesmo argumento sao convertiveis. Formalmente a regra n é dada por:

(n) Ax.(M x)— M, sempre que x & VL(M) (1.2)

Informalmente podemos dizer que a regra n esta intimamente ligada a nocao
de igualdade extendida de fungoes que pode ser melhor compreendida através da
seguinte afirmagao: “Se f(x) = g(z), para todo z, entdo f = g”. Agora se tentarmos
traduzir esta afirmacao para a linguagem do A-célculo, obteremos exatamente a regra
n. De fato, de acordo com nossa hipétese precisamos tomar dois A-termos f e g que
sejam “iguais” sempre que aplicados ao mesmo argumento, isto é, f x =) g z. Até
o presente momento a tunica “igualdade” que temos é a obtida pela regra § (equagao
. Sendo assim, podemos escrever

(Aa.M a) x — (M a){a/z} =M x

onde o segundo passo acima se justifica pelo fato de que = & VL(M).
Entao temos que (Aa.M a) x — M =z, isto é, (Aa.M a) — M.

A estrutura do A-calculo pode ser associada a uma teoria de tipos e, nesse caso
temos o chamado A-cédlculo tipado. Nesse trabalho exploraremos apenas aspectos

do A-calculo nao tipado.

Essa diferenciacao entre A-cdlculo simplesmente tipado e, A-calculo nao tipado
¢ importante porque suas propriedades sao diferentes. De fato, apesar de ambos
serem confluentes, o A-calculo simplesmente tipado é terminante enquanto que o
A-célculo nao tipado é nao terminante. O contra-exemplo cldssico para mostrar a
nao terminalidade do A-calculo nao tipado consiste em considerar a [S-reducao do

A-termo ((Az.(z x)) (Ax(z x))) j4 que este se f-reduz a si mesmo.



1.3 O A-Calculo em Notacao de De Bruijn

No inicio dos anos 70, De Bruijn desenvolveu uma notacao que elimina a neces-
sidade de se realizar qualquer tipo de a-conversao, pois nessa notagao variaveis sao
substituidas por indices [dB72]. Esses indices sdo niimeros naturais que denotaremos
por n. Os indices de De Bruijn, a grosso modo, indicam o abstrator a que aquela
variavel esta ligada, ou melhor, o indice de De Bruijn n indica que n representa uma
variavel que esta dentro do corpo de n abstratores. Por exemplo, o termo Az.x é
representado na notagao de De Bruijn por A1. J& Az.\y.(z y) é representado por
AA(2 1). As varidveis livres também podem ser representadas na notacao de De
Bruijn. Para isto precisamos estabelecer um referencial e, a contagem sobre esse
referencial se faz de maneira similar ao caso de variaveis ligadas. Como exemplo

considere o termo (Az.(Ay.(x z) z) (2 Az.(z 2))). Sua representagao no referencial

z,y,2 ¢ (AM(A(25) 1) (3 A(21))).

Daqui em diante utilizaremos termos na notagao de De Bruijn. E importante
salientar que as propriedades do A-calculo em notacgao de De Bruijn sao idénticas
as do A-calculo puro. Este é um dos motivos para o fato de que, neste trabalho, os

termos do A-calculo sejam representados nesta notagao.

A notacgao de De Bruijn tem vantagens importantes, além, é claro, das vantagens
computacionais 6bvias. De fato, existem pelo menos duas razoes importantes para
se utilizar a notacao de De Bruijn. A primeira diz respeito quanto a dificuldade com-
putacional de se evitar a captura de variaveis livres ao se realizar S-reducgoes. Essa
dificuldade pode ser controlada, de forma muito custosa em termos computacionais,
via a-conversoes. A segunda razao diz respeito a dificuldade de se estabelecer a
equivaléncia entre A-termos. Na pratica essa dificuldade também é resolvida via
a-conversao. Como termos na notacao de De Bruijn sao insensiveis a a-conversao,

essas dificuldades desaparecem ao se utilizar essa notagao.

Podemos definir formalmente os termos na notacao de De Bruijn da seguinte

maneira:

Definicao 1.23 O conjunto Agp dos A-termos na notacdo de De Bruijn € definido

indutivamente como se seque:

TERMOS M, N == n|AM | (M N)



A pergunta que surge naturalmente agora é: Como ficam as regras e n para
termos na notacao de De Bruijn? Para responder a essa pergunta precisaremos de

algumas defini¢oes para substituicao e atualizagao dos indices de De Bruijn.

Definigao 1.24 ([ARMO0]) Seja M € Agp. Entdo a i-elevacdo do termo M,

denotada por M+t é definida indutivamente como seque:
1. (M N)* = (M* N*)
2. (AM)T = AMH0+D

. n+1 sen>1
47 = ! =
g.m _{g sen <71

A elevagao de um termo M € a sua 0-elevacao denotada por M™

Definicao 1.25 (JARMOO0]) A substitui¢do pelo termo N no nivel n —1 do termo
M, denotada por M{N/n}, € definida indutivamente com seque:
1. (My Mp){N/n} = (Mi{N/n} M{N/n})

2. (AM){N/n} = \M{N*/n +1}

m-—1 sem>n
3. m{N/n} =¢ N sem=mn

m sem<mn

Agora podemos definir as regras [ e 1 na notacao de De Bruijn.

Defini¢ao 1.26 ([ARMOO0]) As regras 5 e n sdo definidas para o conjunto dos

Agp-termos como seque:

(8) (AM N)— gM{N/1}
(n) MM 1)—,N, se Nt = M

Para exemplificar a aplicagao destas regras considere a seguinte [-conversao
do A-calculo puro: ((Az.(A\y.(z y))) 2) = 5 Ay.(z y). A equivalente [-conversao na
notacao de De Bruijn é dada como mostraremos a seguir. Considerando o referencial
z,y,z o termo ((Az.(Ay.(z y))) z) pode ser escrito como ((A(A(2 1))) 3). Aplicando

as regras dadas pelas defini¢coes anteriores temos:
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No capitulo seguinte estudaremos alguns calculos que tentam simular, computa-
cionalmente falando, o A-cdlculo. Como veremos isto nao é uma tarefa facil mas
que, por outro lado é muito interessante. As idéias que surgiram nessa area criaram
um novo campo de trabalho em Teoria de Reescrita que chamamos de Substituicoes

Explicitas.



Capitulo 2

Substituicoes Explicitas

O A-célculo é um importante modelo tedrico equivalente as Méquinas de Turing.
No entanto, a operacao de substituicao utilizada na definicao da [-conversao do
A-calculo, por se tratar de uma meta-operagao, nao nos permite analisar nogoes
computacionais importantes como, por exemplo, complexidade de tempo ou espaco.
Como vimos anteriormente, isto acontece porque a operacao de substituicdo nao

estd definida formalmente no A-célculo.

Para solucionar esse problema Abadi et al. desenvolveram em [ACCLII] uma
variacao do A-célculo, chamado de A\o. No Ao substituicoes sao manipuladas explici-
tamente, mas como veremos adiante esse calculo ainda nao resolve completamente

esse problema pois nao satisfaz todas as propriedades necessarias.

De fato, um célculo de substituicoes explicitas A¢ adequado para os propdsitos
de ser uma variacao do A-célculo (que preserve suas principais caracteristicas) deve

possuir as seguintes propriedades:

1. Simulagao da p-conversao: Essa condigao é essencial haja vista que o ob-
jetivo maior de um calculo de substituicoes explicitas é simular o A-calculo.
Formalmente, considere A, B € Agp tal que A — 3B. Uma simulagao dessa (3-
conversao no calculo A¢, é uma A¢-derivagio da forma A —,C' — &-norm(C) =
B, onde r é a regra que inicia a simulagao da [-conversao, aplicando-a ao
mesmo redex que em A — 3B. Dizemos que o cdlculo A\ simula um passo de
B-conversao se qualquer -conversao A — gB tem uma simulagao no célculo
Ae.

2. Terminacao: Para um calculo de substituicoes explicitas A¢, considere o

calculo de substituicao subjacente £, isto é, considere o conjunto de regras

11
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do sistema de reescrita de ¢ retirando-se a regra Eta e a regra que inicia a

simulagao da (-conversao. A questao é saber se o calculo £ é terminante.

3. Confluéncia (CR): A anilise da confluéncia de um célculo de substituigoes

explicitas é subdividida em:

(a) Confluéncia em termos fechados, isto ¢, termos sem a ocorréncia de
meta-variaveis. As meta-variaveis sdo variaveis que pertencem a um contexto
mais amplo do A-célculo; elas podem, por exemplo, representar A-termos em
um problema de unificacao de ordem superior. Dessa forma, termos fechados

sao termos cujas variaveis pertencem exclusivamente ao conjunto Agp.

(b) Confluéncia em termos abertos, isto é, termos com a ocorréncia de

meta-variaveis.

4. Preservacao da Terminagao Forte (PSIN): Seja A um termo tal que qual-
quer derivacao a partir de A no A-célculo seja sempre finita. A questao é
saber se qualquer derivagao a partir do termo A, via o cdlculo de substituicoes

explicitas A¢, ¢ também finita.

Posteriormente surgiram outros calculos de substituicoes explicitas, como por
exemplo, 0 Aog, Av, As, As., At, Au e 0 Agysp. Neste trabalho nos restringiremos
a analisar trés desses cédlculos: o Ao, As. [KR95D] e 0 Agysp [NWOS|. Na préxima

secao apresentaremos esses calculos e suas propriedades.

2.1 Alguns Calculos de Substituicoes Explicitas

2.1.1 O Calculo Mo

Originalmente proposto por [ACCLII1], o célculo Ao surge como uma varia¢ao
do A-célculo onde as substituigoes sao manipuladas explicitamente. O Ao é um
sistema de reescrita cujas expressoes podem ser de um dos seguintes tipos: termos
ou substituicoes. Esses tipos podem ser assim definidos:

TERMOS M,N == 1|X|AM|(M N)|M[S]
SUBSTITUIGOES S, T id || M.S|SoT

O sistema de reescrita do célculo Ao é mostrado na figura 2.1} Nessa figura, a re-
gra (Beta) inicia a simulagao de um passo de [-conversao, a regra Eta, corresponde

a n-conversao do A-célculo, enquanto que as outras regras sao necessarias para a
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(Beta) (AM N) — M[N.id]

(App) (M N)[S] - (M[S] N[S])
(Abs) (AM)[S] = AM[L.(So 1)]
(Clos) MIS|[T] — MI[S o T]
(VarCons)  1[M.S]—»M

(1d) Mlid)— M

(Assoc) (S1082) 0T —S10(Sy0T)
(Map) (M.S) 0T — M[T).(SoT)
(1dL) idoS— 8

(IdR) Soid— S

(ShiftCons) 1 o(M.S)— S

(VarShift) 1.1 —id

(SCons) 1[S].(+ 08) — S

(Etay) A(M 1)— N se M =, N[1]

Figura 2.1: As regras do célculo Ao

manipulacao dos termos do Ao. Sendo assim, como foi citado anteriormente deno-
taremos por Ao ao sistema de reescrita representado pelas regras dadas na figura
, enquanto que o denotard o mesmo sistema Ao retirando-se as regras (Beta) e
(Eta,). Como podemos observar, esse cdlculo utiliza apenas o indice de De Bruijn
1. Todos os outros indices sao codificados da seguinte forma: 2 = 1[1], 3 = 1[1][1]

e assim sucessivamente. Ou seja, denotando T o 1 o...0 1 por 1", podemos escrever
~———

n vezes
n = 11" !]. Intuitivamente a substituicao 1 é utilizada para atualizar indices de De

W

Bruijn. O ponto “.”, por sua vez, separa os termos de uma lista que contém termos
que devem substituir indices de De Bruijn. Isto é, o primeiro termo da lista substitui
as ocorréncias do indice 1, o segundo, as ocorréncias de 2, e assim sucessivamente.
Os indices n, onde n é maior do que o comprimento desta lista, sao incrementados de
acordo com o tultimo termo dessa lista, ja que os mesmos correspondem a variaveis

livres.
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Quanto as propriedades desejaveis para um calculo de substituigoes explicitas
apresentadas na pagina , [ACCLOI1] mostra que o cédlculo Ao satisfaz as pro-
priedades 1, 2 e 3a. Em [DHKO00] estende-se o Ao para lidar com meta-varidveis,
obtendo confluéncia local. Em [Mel95], Mellies mostra que o calculo Ao nao preserva

terminacao forte, isto é, nao é PSN e portanto nao satisfaz a propriedade 4.

Para exemplificar uma simulacao de um passo de [3-conversao no Ao considere o
seguinte exemplo: ((Az.(Ay.(z y))) 2) = g Ay.(z y). Como ja vimos anteriormente,
esta B-conversao em notagao de De Bruijn, considerando o referencial x, y, z, equivale
a (AMA(21))) 3)—sA(41). No célculo Ao, precisamos inicialmente codificar o
termo ((A(A(2 1))) 3) obtendo ((A(A(1[1] 1))) 1[1?]). Aplicando agora as regras

dadas pela figura 2.1 temos, por exemplo, a seguinte derivagao:

((ACAA[] 1)) 1[1%]) = Beta

(MA@ 1) [2[1?].id] — aps

AA[] D)[L((A[1?].id)o 1)] = arap

A D)[L(L[2][].(ido )] = Cros

A L)[L.(L[17]-(ido 1))] = app

AQM[L-(L[17].(ido 1))] L[L-(L[1°].(ido 1))]) = varcons
AQML-2[]-(ido 1))] 1) = cuos

A[T o(1.(L[1%].(ido 1)))] 1) = Shiftcons
AQ[L[?].(ido 1)] 1) = varcons

AL[?] 1)

E este dltimo termo, como podemos ver corresponde a A(4 1) como querfamos.

2.1.2 O Calculo \s,

Em [KR95a], Kamareddine e Rios apresentam um novo célculo de substituigdes
explicitas: o As. Diferentemente do Ao, as expressoes do As sao de apenas um tipo,
denominado termos. Isto faz com que o As mantenha uma estrutura sintatica mais

proxima do A-célculo. Os termos do calculo As sao definidos por:
TERMOS M, N = n|AM|(M N)|Moc' N|¢i M,parak>0ei>1
Esse calculo satisfaz as propriedades 1, 2, 3a e 4. As regras do As sao dadas pela

figura 2.2l Pouco depois, em [KR95D], Kamareddine e Rios estendem o cdlculo As

para termos abertos. Essa extensao é denominada As.. Até esse ponto sabia-se que
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o célculo As, satisfazia as propriedades 1, 2 e 3. Kamareddine e Rios conjecturaram,
entao, que o calculo As, preservava a terminagao forte até que em [Gui00], Guillaume
mostrou falsa essa conjectura. As regras do \s, sao formadas pela uniao das regras
dadas pelas figuras e . Aqui, denotaremos por s, ao sistema As. (figuras
e retirando-se a regra (FEtas, ) e a regra que inicia a propagacao da [-conversao,

ou seja, a (o-generation).

A mnogao intuitiva dos operadores o' e ¢! pode ser vista da seguinte forma:
o operador ¢! é um operador que faz substituicoes, como podemos observar pela
regra o-destruction. O super-indice ¢ deste operador vai sendo incrementado a
medida em que o mesmo entra dentro de novos abstratores (veja o-A-transition).
O operador i é responsavel pela atualizagao de indices de De Bruijn. O super-
indice de ¢} ¢ herdado do super-indice de ¢ por meio de uma o-destruction. O
sub-indice, por sua vez, é incrementado ao entrar dentro de novos abstratores como
podemos observar em @-A-transition. A atualizagdo de indices é feita pela regra
p-destruction, considerando-se que todos os indices n maiores do que o sub-indice k
sao variaveis livres e, portanto precisam ser atualizados em ¢ — 1. Os outros indices

permanecem inalterados.

(o-generation) (AM N)—-M o' N
(o-A-transition) (AM) ¢* N = \(M o't N)
(o-app-transition) (M; M) o N — ((M, o' N)(My o N))

‘ n—1 sen>q
(o-destruction) no'N — { ©ooN  sen =i

n sen <1

(p-M-transition)  @L(AM) = Ngh M)
(p-app-transition) ¢} (M Mz) = (¢ M1) (0}, M)

. ; n+i—1 sen>k
(p-destruction) PR — { n sen <k

Figura 2.2: Regras do calculo As
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(o-o-transition)
(o-¢p-transitionl)
(o-@-transition?2)
(p-o-transition)
(p-p-transitionl)
(p-p-transition2)

(Etas,)

(M, 0" My)o? N — (M, o7t N)o'(My o7~ N)sei < j
(PiM)oIN =i "M se k< j<k+i

(P M)oIN — @t (Ma?=IN) se k+1i < j

W;;(MU]'N) — (902+1M)0j(802+1—jN) sej<k+1
(eI M) = @l (Pl M) se L+ j < k
go}%(gp{M)—)gp{H_lM sel<k<l+j

MM 1)— N se M =g, 92N

Figura 2.3: Regras para manipulacao de termos abertos no s,

Como exemplo de simulacao de um passo de [-conversao via As. considere:

((A(A(21))) 3) =5 A(4 1). Note que a seguinte simulagdo no As. é tnica:

g
0?3) (Lo* 3)) =
()0(2)§ l) — p-destr /\(é l)

o-destr

Como podemos observar aqui, o As, opera diretamente com todos os indices de

De Bruijn sem a necessidade da codificacao utilizada pelo cédlculo A\o.

2.1.3 O Calculo Agyy,

O Calculo de Suspensao, que aqui denominamos Agysp, foi desenvolvido por

Nadathur e Wilson [NWO98] com a intensdo de tratar A-termos como dispositivos

computacionais.

Esse interesse foi motivado inicialmente por questoes de imple-

mentacao relativas ao AProlog, uma linguagem de programacgao légica que utiliza

termos do A-cdlculo tipado como estrutura de dados [NMSS].

As expressoes do Agy,sp podem ser dos seguintes tipos: termos suspensos, con-

textos ou termos de contexto. Esses tipos sao definimos como a seguir:

TERMOS SUSPENSOS

CONTEXTOS

TERMOS DE CONTEXTO

M, N == Cons|n|AM| (M N)|[M,i,je]
er, eo = il |et:er | {er,i, e}
et n= @i | (M,d) | (et i, ], er))
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onde Cons denota uma constante qualquer e 7, j sao nimeros naturais.

Veja que os termos suspensos podem conter constantes e indices de De Bruijn.
Essas constantes podem ser vistas como meta-variaveis e, portanto, os termos aber-

tos fazem parte da linguagem do Agysp.

Os contextos aqui téem um papel semelhante as listas que sao separadas pelos
pontos no Ao. Os termos de contexto, por sua vez constituem os termos dessa lista,

ou seja, do contexto.

Observacao. Denotaremos por - a subtracao truncada, que pode ser considerada

da seguinte forma: n - m = méax{n —m,0}.

Como acontece em geral nos célculos de substitui¢oes explicitas, 0 Agysp possui
uma regra que inicia a simulagao de um passo de f-conversao, chamada de 35 e um
conjunto de regras utilizadas para manipular os termos suspensos. Estas regras sao
dadas pelas figuras e 2.6l As regras (mg) e (myg) da figura [2.6) dependem
de uma funcao denominada indice que pode ser encontrada na defini¢ao Para
manter a uniformidade de notacao com o Ao e As., denotaremos por Susp ao calculo

de substituicao subjacente a Ag,s, retirando-se a regra f;.

(Bs) (M ty) ta) = [t1,1,0, (ta,0) :: nal]

Figura 2.4: Regra que inicia a simulacao de um passo de -conversao

[e,0l,nl, e] — ¢, onde ¢ é uma constante.

[i,0,nl,nil] —i+ nl

[1,0l,nl,Ql :: ] - nl —1.

Ty) [1,0l,nl,(t,1) :: e] —[t, 0, (nl —1),nil].
[i,ol,nl et ::e] = [i—1, (ol —1),nl,e], parai > 1.
[
[

(t1 ta),0l,nl,e] — ([t1,ol,nl, €] [ta, ol,nl,e]).

(At),ol,nl,e] = (A[t, (ol + 1), (nl + 1), @Qnl :: €]).

Figura 2.5: Regras para manipulacao dos termos suspensos



18

(mq1) [[t,ol1, nly, e1], ola, nls, es] — [t, ol',nl’, {e1,nly, ols, e }],
onde ol' = oly + (oly = nly) e nl’ = nly + (nly = oly).

(mg)  {nil,nl,0,nil } — nil.

(m3)  {nil,nl, ol et :: e} — {nil, (nl — 1), (ol — 1), e},
para nl,ol > 1.

(myg) {nil,0,0l,e} —e.
(ms)  {et:er,nl ol exl} — (et,nl ol es)) - e, nl, ol es}.
(mg)  ((et,nl,0,nil)) — et.

(mz)  (@m,nl,ol,Ql:: e) - Q(l + (nl = ol)),
para nl =m + 1.

(mg) (@Qm,nl, ol (t1):e) = (t, (I + (nl =ol))),
paranl =m + 1.

(mg)  ((t,nl),nl,ol, et :: e)) — ([t,ol, U, et :: e],m),
onde I' = ind(et) e m = 1I' + (nl = ol).

(mio) (et,nl, ol et’ :: €)) = ((et, (nl — 1), (ol — 1), ¢€)),
para nl # ind(et).

Figura 2.6: Regras para imersao em termos suspensos
Observacoes.

(1) Denotaremos por —, e —,, a relagdo de redugao definida pelas regras das
figuras [2.5 e [2.6] respectivamente. A unidao de ambos os sistemas serd, natu-

ralmente, denotada por — ,,,.

(2) O fecho reflexivo transitivo simétrico de — ,,,, serd denotado por =,,,.

Como vimos anteriormente, existem algumas propriedades desejaveis para um
célculo de substituicoes explicitas. O Agysp, por sua vez, satisfaz as propriedades 1,
2 e 3 [NW9g]. Em [Nad99] Nadathur conjectura que o Agysp preserva terminacao

forte, ou seja, ¢ PSN.

Vejamos agora, como exemplo, uma simulacao de um passo de [-conversao no
Asusp- Considere a seguinte f-conversao: ((A(A(2 1))) 3) — sA(4 1). Uma possivel

simulagao é dada por:
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A([2,2,1,@0 :: (3,0) :: nal] [1,2,1,@0 :: (3,0) =z nil]) =,
[2,2,1,@Q0 :: (3,0) :: nil] 1) —

[1,1,1,(3,0) = nil] 1) —,,

[

As defini¢oes a seguir determinam as condigoes que devem existir sobre as ex-

pressoes que trabalharemos no Agysp.

Definicao 2.1 ([NW98|) Uma expressdo é dita simples quando ndo possui subex-
pressio da forma {((et, ], k,e) ou {e1,],k,ex}t. Se a expressao em questao é um
termo, um contexto ou um termo de contexto, entao dizemos termo simples, con-

texto simples ou termo de contexto simples, respectivamente.

Definicao 2.2 ([NW98]) O comprimento de um contexto e, denotado porlen(e),
¢ dado por:

(a) se e =mnil entao len(e) = 0;

(b) see=cet: e entao len(e) = len(e’) + 1;

(c) se e ={e1,i,],ea} entdo len(e) = len(er) + (len(es) = 7).
Definigao 2.3 ([NW98]) O indice de um termo de contexto et, denotado por
ind(et), e para cada nimero natural [, o indice do [-ésimo elemento do contezto

e, denotado porind;(e), sao definidos simultaneamente por inducao sobre a estrutura

das expressoes da sequinte maneira:

(i) Se et = Qm entao ind(et) =m+ 1;
(i1) Se et = (t',m) entao ind(et) = m;
(iii) Se et = ((et', j, k,e)), seja m = (j—ind(et')).

indn(e) + (j—k) selen(e) >m
ind(et’) caso contrario.

Entao ind(et) = {
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(iv) Se e = nil entao ind;(e) =0
(v) See=et: € entioindy(e) = ind(et) e ind;i1(e) = ind;(e’)

(vi) Se e ={e1,j, k,eal}, sejam = (j—indi(e1)) e ly = len(ey).

Entdo indj(e) = { ind(ey) se l <lj elen(e2) <m

{ indy(e2) + (j—k) sel <l elen(ey) >m
ind;_;,+i(e2) sel>1;

O indice de um contexto, denotado por ind(e), é o indy(e).

Definicao 2.4 ([NW98|) Uma expressio do Agusp, € dita bem-formada se as

sequintes condigoes sao verdadeiras para toda subexpressao s da expressao dada:
(i) Se s € da forma [t,ol,nl,e] entao len(e) = ol e ind(e) < nl;

(ii) Se s € da forma et :: e entao ind(e) < ind(et);

(iii) Se s € da forma {((et, j, k,e)) entao len(e) =k e ind(et) < j;

(iv) Se s é da forma {ei, ], k, e} entao len(ex) =k e ind(e;) < j

Defini¢ao 2.5 ([NW98]) A(s)subexpressao(oes) imediata(s) de uma expressao

x sao dadas por:

(1) Se x € um termo entao,
(a) se x € da forma (t1 t3) entdo t, ety sao suas subexpressoes imediatas;
(b) se x é da forma (At) entdo t € sua subexpressao imediata;
(c) se x € da forma [t,ol,nl,e] entao t e e sao suas subexpressoes imedia-
tas;
(2) se x é um contexto entao,
(a) se x é da forma et :: e entdo et e e sao suas subexpressoes imediatas;
(b) se x é da forma {e1,i,j,es} entdo e; e es sao suas subexpressoes
imediatas;
(8) se x € um termo de contexto entdo,
(a) se x € da forma (t,1) entao t € sua subexpressao imediata,

(b) se x é da forma {(et,i,],€)) entdo et e e sao suas subexpressoes ime-

diatas.
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Definigao 2.6 ([NW98|) Duas expressoes tém a mesma estrutura externa se
ambas sao constantes, indices de De Bruiyn, abstracoes, aplicacoes ou termos sus-
pensos ou se ambas sao da forma nil, et :: e, {eq,1,5,ex}}, Ql, (¢,1) ou {(et,i, ], e).
Se duas expressoes na linguagem do Agysp t€m a mesma estrutura externa, entdo

existe uma correspondéncia obvia entre suas subexpressoes.

O lema a seguir caracteriza a importante nocao de forma rm-normal.

Lema 2.7 ([NW98|) Uma expressao bem-formada x estd na sua forma rm-normal

se e somente se uma das sequintes afirmacoes € verdadeira:

(a) x € um termo puro na nota¢ao de De Bruijn;

(b) = € um termo de contexto da forma Ql ou (t,l) onde t é um termo em sua

forma rm-normal;

(c) x € um contexto da forma nil ou et :: e onde et e e sao, respectivamente, um

termo de contexto e um contexto na forma rm-normal.

Demonstracao.(Esquema)

A demonstracao ¢é feita por inspecao direta das regras contidas nas figuras
e 2.6l Note que termos puros na notagao de De Bruijn nao podem ser reduzidos
por nenhuma das regras citadas acima, e portanto, os termos puros ja estao na
sua forma rm-normal. Para termos de contexto da forma @I ou (¢,[) também
nao temos nenhuma reducao possivel desde que t esteja em sua forma rm-normal.
Analogamente, para contextos simples da forma nil ou et :: e como nao temos
nenhuma regra de reescrita que se aplique a eles concluimos que os mesmos estao

na sua forma rm-normal.

Logo expressoes bem-formadas que tenham subexpressoes da forma [¢,1, 7, €],
{ei,i,7, e} ou ((et, i, j, e)) podem ser reescritas utilizando as regras (r1)-(r7) e (my)-

(myp) e, portanto essas expressoes nao podem estar na sua forma rm-normal. O

Observagao. Para um termo A qualquer do Ag,s,, denotaremos por rm-norm(A),

a sua forma rm-normal.
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2.2 Adigao da regra Eta para o Calculo gy,

O célculo Ag,s, foi originalmente proposto sem a regra Eta. Aqui vamos intro-
duzi-la e compara-la com as regras Eta correspondentes dos calculos Ao e As. a fim
de entendermos melhor as relagoes entre os mesmos. Nos calculos Ao e As, as regras
FEta foram introduzidas, respectivamente, em [DHKO00] e [ARKO1b], para aplicacao

no tratamento de problemas de unificacao de ordem superior.

A relagdo — ., € terminante e confluente [NWO9S]. E, portanto, de fundamen-
tal importancia que a inclusao da regra Fta que estamos propondo preserve estas

propriedades.

A regra Eta do Agysy € dada pela figura . Denotaremos esta regra por Etagyspy.

(Eta5usp) ()\ (tl l)) %tQ, se tl =rm [[tg,o, 1,7””]

Figura 2.7: A Regra Eta do Agysp

Intuitivamente a regra Etag,s, pode ser interpretada da seguinte maneira: sem-
pre que for possivel aplicar a regra Etag,s, & raiz do redex A(¢; 1) obteremos um
termo ty que consiste exatamente do termo ¢; com todas as suas varidveis livres
decrementadas em 1. Serd possivel aplicar a regra Etag,s, ao redex \(¢; 1) sempre
que nao tivermos a ocorréncia de 1 como variavel livre em t;. A proposicao [2.9

mostra a corretude dessa regra. Antes disso vejamos o seguinte:

Lema 2.8 Seja A um termo bem-formado. Entao a Susp-normalizacdo do termo
[A k k4 1,Qk :: Qk — 1 :: ... :: Q1 :: nil] nos fornece um novo termo, obtido a par-
tir de A incrementando todas as suas varidveis livres maiores do que k em 1 e

deixando todas as outras varidveis inalteradas.

Demonstragao.

Por inducao sobre a estrutura do termo A, temos que:

1. Se A = n entao,

(a) se n >k entdo [n, k, k+1,Qk = ... :: Q1 = nal] = F
n—k 0 k+1,ni]—,,n+1;
(b) se n < k entéo [n, k,k+1,Qk ... Q1 nal] - 7!

[LLk—n+1,k+1,Qk —n+1:...:Q1:nil] —,,n0;
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2.

Se A = (B C) entao aplicamos (1) e utilizamos a hip6tese de inducao para

os termos B e

Se A = (AB), para B um termo bem-formado, entao, como o termo B est4 limi-
tado por um abstrator adicional, apenas as variaveis livres de B maiores do que
k+1 é que devem ser incrementadas em 1, enquanto que as outras variaveis de-
vem permanecer inalteradas. Como [(AB),k,k +1,Qk :: ... :: Q1 :: nil] — .,

A[B,k+1,k+2 Qk+1:...::@Q1:: nil], aplicando a hipétese de indugao so-

bre este tltimo termo e obtemos o resultado desejado.

Se A = [t,ol, nl, e] entdo primeiro rm-normalizamos o termo A. Pelo lema

temos que a andlise do termo assim obtido recai em um dos casos anteriores.

O

Proposicao 2.9 Uma aplicagao da regra Etags,s,, sempre que possivel, ao redex

Aty 1), produz efetivamente o termo ty, obtido a partir do termo t; da sequinte

forma: ty consiste do termo t; com todas as suas varidveis livres decrementadas em

1.

Demonstracao.

A demonstracao é feita por indugao sobre a estrutura do termo ¢, considerando-

se a premissa t; =, [t2,0,1,nil]. Veremos que o efeito da rm-normalizagao de

[t2,0,1,nil] é incrementar as variaveis livres de t5 em 1. Sendo assim, quando:

(a)

(b)

to = n temos [n,0,1,nil] —,,n+1 =, t;, ou seja, ty é obtido de t; decre-

mentando em 1 sua unica variavel livre, a saber, n 4+ 1.

ts = (A B), podemos assumir sem perda de generalidade que os termos A e B
estao rm-normalizados. Agora, assumindo a hipotese de inducao valida para
os termos A e B, temos que [(A B),0,1,nil] —,, [A,0,1,nil] [B,0,1,nil],
onde o termo suspenso [A,0, 1, nil] incrementa em 1 todas as varidveis livres
de A. Da mesma forma, [B,0, 1, nil] incrementa em 1 todas as varidveis livres
do termo B. Como as ocorréncias de variaveis livres no termo A nao tém inter-
feréncia sobre as ocorréncias de variaveis livres no termo B, podemos concluir
que o termo suspenso [(A B),0,1,nil] incrementa em 1 todas as varidveis
livres do termo (A B) = t3, ou seja, t; é obtido de t3 decrementando em 1

todas as suas varidveis livres.
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(c) ta = (MA), como no caso anterior, assumiremos que o termo A estd na sua
forma rm-normal. Assim, [(AA),0,1,nil] —,.(A[A,1,2,Q@1 :: nil]). Agora
aplicamos o lema ao termo [A,1,2,@1 :: nil] para concluir que todas as
variaveis livres de A maiores que 1 sao incrementadas em 1 enquanto que as
outras permanecem inalteradas. Ou seja, to ¢ obtido de ¢; decrementando em

1 todas as suas variaveis livres maiores que 1.

(d) to = [t,1,7,€], para t rm-normalizado temos que [t, i, j,e] — % ¢ onde ¢’ é um
termo puro na notagao de De Bruijn de acordo com o lema 2.7, A andlise do

termo assim obtido recai nos casos anteriores.

O

Os resultados a seguir serao importantes no sentido de se estabelecer a termina-

lidade do Agysp com a regra Ftagy,sp.

Lema 2.10 ([NW98]) Seja et um termo de contexto tal que ind(et) < nl. Entdo
para j > 1, {(et,nl+ j,ol + j,ety :: ... ety i e) — % (et,nl, ol e)).

Demonstragao. (Esquema)

Indugao em j e repetidas aplicagoes da regra (myp). O

Lema 2.11 ([NW98]) Seja ey um contexto simples. Além disso, suponha que nl e

ol sejam nimeros naturais tais que (nl—ind(ey)) > ol. Entao {e1,nl,ol,ex}} —*, €.

Demonstragao. (Esquema)

Sem perda de generalidade assumiremos que e é um contexto simples, pois caso
contrario, podemos rm-reduzi-lo a um tal contexto. A demonstragao se da por

indugao sobre o comprimento de ey, len(eq).

e Selen(er) = 0 entdo e; = nil. Como ind(nil) = 0 e nl > ol temos por indugao

sobre ol que {ey,nl,ol,es} — %, nil

e Se len(e;) > 0 entdo e; ¢ da forma et; :: €}. Portanto

fei,nl ol ex} — . (eti,nl, ol eq)) = {e),nl, ol e}
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Temos que ind(et;) = ind(e;) pela defini¢ao de indice, e adicionalmente como
estamos trabalhando com termos bem-formados temos que ind(e}) < ind(e,).
O resultado desejado é consequéncia do lema e da regra (mg) juntamente

com a hipétese de inducao.

O

Construiremos agora uma ordem parcial bem-fundada a fim de estabelecermos

a terminalidade de Ag,s, com a regra Etagysp.

A idéia fundamental por tras dessa ordem parcial estd na definicao de duas
medidas 0 e p que calculam o trabalho que ainda precisa ser feito ao se propagar
as substituigoes. Se considerarmos, por exemplo, um termo suspenso da forma
[t, 0l,nl, €] é de se esperar que essas medidas computem a complexidade da estrutura
do termo ¢, ja que as substituicoes devem ser propagadas dentro do mesmo, e também
devem computar a complexidade do contexto e, pois estes constituem substitui¢oes

que, em geral, precisam ser propagadas como evidencia a regra (ry4).

Definigao 2.12 ([NW98|) As medidas §, sobre expressoes, e u, sobre termos, sao

dadas pela tabela abaizo:

| Categoria | Expressao | 0(exp) | u(exp) \
constante 0 1
i 0 1
Termo | (t1 t) max(d(t1),0(t2)) | max(pu(ty), u(ts)) + 1
(At) o(t) u(t) + 1
[t,ol, nl, €] p(t) +0(e) wu(t)+d(e) +1
Contexto | nil 0 -
et e max(d(et),d(e)) | -
{ei,nl ol e} | 6(er) +(ex) +1 | -
Termo | @[ 0 -
de (t,1) p(t) -
Contexto | (et,nl,ol,e)) | d(et)+d(e)+1 | -

Infelizmente a medida ¢ ainda nao constitui a relacao de ordem que desejamos
por dois motivos. Primeiro, para algumas regras de reescrita, em particular para
(r5), (m1), (m3), (ms) e (myp), ndo temos uma simplificagdo das expressoes obtidas
pois os termo do lado esquerdo e direito de cada regra tém o mesmo valor de 9.
Segundo, ao substituirmos uma subexpressao t; de t por outra subexpressao t, com
d(t2) < 6(t1) ndo necessariamente obtemos uma expressao ¢’ com 6(t') < §(t). Para
resolver esses problemas extendemos a medida 0 sobre a estrutura das expressoes.

Os resultados seguintes caminham nessa direcao.
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Defini¢ao 2.13 ([NW98]) Dadas duas expressoes xq1 e xo, dizemos que x1 1 T

se 6(x1) > 0(z2) ou se §(x1) = 6(xa) e uma das sequintes afirmagoes € verdadeira:
(1) v1=1exy=j ondei>j;
(2) x1 = [t1,0l1,nly, e1], xa = [to, 0la, nla, e3] € d(t1) > 0(ta);
(3) x1 = {er,nl ol e}y, xo =et e exy Oey

(4) x1 e o tém a mesma estrutura externa e também tém subexpressoes imediatas
tais que cada subexpressao imediata de xy € idéntica a correspondente subex-
pressao imediata de xo exceto por um par de subexpressoes imediatas ' de x4

/ : / /
e x4 de xo tais que x| J T,

(5) xo € uma subexpressao imediata de x.

A relagao 1 nao é transitiva, logo, nao é uma ordem parcial. Considere entao a

seguinte:

Definigao 2.14 ([NWO98]) A relacao = define-se sobre expressoes da linguagem

do Agusp como o fecho transitivo da relagao 7.

Lema 2.15 ([NW98]) Nao existem cadeias infinitas de redugdo de expressoes xy, s,

ey Ty tats que ry Jxo I ... Xy ...

Demonstragao.(Esquema) A prova ¢ feita por indugao sobre d(z1). Note que se
x Jyentao 6(x) > §(y). Entao precisamos mostrar que ndo existem cadeias infinitas
de redugao de expressoes z1,Ts, ..., Ty, ..., com 0(z;) > 6(z;), para i,j7 > 1. Note
que o caso estrito é imediato. Quando §(z) = d(y) a demonstracao é feita por

inducao sobre a estrutura de x considerando sua categoria sintatica. a

Proposicao 2.16 ([NW98|) A relagio = é uma ordem parcial bem-fundada definida

sobre expressoes do Agysp-

Demonstracao.(Esquema)

Precisamos mostrar que > é anti-reflexiva para que seja uma ordem parcial. Além
disso, precisamos mostrar que > é bem fundada. Ambos os fatos sao consequéncia
imediata do fato de nao existirem cadeias infinitas de redugao para a relagao > (lema
2.15)). O
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Lema 2.17 ([NW98]) Sejam x1 e xq expressoes da mesma categoria sintdtica tais
que 0(x1) > 6(x2) e, se xy e xo sdo termos entdo p(xy) > p(xs). Se x resulta de
y substituindo a subexpressao x1 por xo entdo 6(y) > d(x) e, se x ey sdo termos,
wy) = ().

Demonstragao.(Esquema) Indugao sobre a estrutura das expressoes e inspegao da
definicao 2.12 O

Lema 2.18 ([INW98]) Se [ —r é uma instancia de alguma das regras das figuras
ou (2.6 entao §(1) > 6(r) e, sel er sao termos, entao pu(l) > p(r).

Demonstragao.(Esquema) Inspecao direta das regras em questao. O

Lema 2.19 ([NW98]) Sejam x; e x5 expressoes bem-formadas. Se x1— 7, o
entdo §(x1) > d(x2).

Demonstracao.(Esquema) Consequéncia imediata dos lemas e2.18 O

Lema 2.20 ([NW98]) Se [ —r é uma instancia de alguma das regras das figuras
oul2.d entao | = r.

Demonstragao.(Esquema) A idéia que estd por tras da demonstragao segue do
fato que para qualquer instancia [ — r das regras citadas, o termo r é mais simples
do que o termo [, no seguinte sentido: O termo r é mais simples do que o termo [

quando u(l) > p(r). Analogamente, a expressao r é mais simples do que a expressao

[ quando 6(1) > &(r). O

Lema 2.21 Seja M uma expressao bem-formada do Agysp. Se A(M 1) = Btagus, V
entao p(A(M 1)) > u(N).

Demonstracao.

A idéia que aqui utilizaremos foi desenvolvida por [Bor95] para o Ao e por
[ARKOla] para o As.. Essa idéia é um algoritmo para aplicacao da regra Fta
que pode ser assim resumida: Para M € Ayp sabemos que a regra n se aplica ao
redex A(M 1) se M nao possui ocorréncias livres da varidvel 1. Por outro lado isto

equivale a normalizar o termo ((AM) <) onde < é um simbolo “dummy” que néo
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pertence a linguagem do Agysp. Esse simbolo “dummy” pode ser considerado como
uma constante que estende a linguagem do Ag,s,. Essa idéia, que serd desenvolvida

com detalhes no capitulo 4, pode ser resumida através da seguinte regra:

AM 1) = prag,,, N onde N = rm-norm([M, 1,0, (<,0) :: nil])

se & nao ocorre em rm-norm([M, 1,0, (<, 0) :: nil]).

Por um lado, como M é um termo, u(A(M 1)) = p((M 1))+1 = max(u(M), 1)+
2= p(M)+2.

Por outro lado, u([M, 1,0, (<,0) :: nil]) = p(M)+6((<,0) = nil) +1 = u(M) +
max(§((<,0),0(nil)) + 1= pw(M) +6((<,0)) + 1 = (M) + pu(O) + 1 = pu(M) + 2.
Portanto, u(A(M 1)) = u([M,1,0,(<,0) :: nil]) e, pelo lema concluimos que
w([M, 1,0, (<,0) = nil]) > pw(rm-norm([M,1,0,(<,0) : nil])) = N. O

Notacao. Para simplificar a notacao vamos nos referir ao sistema rm + Etagysy

como sendo Sp.
Lema 2.22 Sejam x; e xo expressoes bem-formadas. Se x1 — gpx2 entao x1 > .

Demonstracao.

Por inducao sobre a estrutura de x;, temos que se x; é uma instancia de uma das
regras de Sp entao o resultado é consequéncia imediata dos lemas e e da
defini¢ao [2.13] Caso contrério, se 21 e 22 tém a mesma estrutura externa entdo, pelo
lema[2.17] temos 6(x1) > 6(x2). No caso em que d(z1) > §(z2) o resultado ¢ imediato
a partir da definigdo de >. Quando §(x1) = d(x3), temos por hipdtese de indugao
e aplicagao da relagdo Sp que existe uma subexpressao imediata x| de x; e uma
correspondente subexpressao imediata xf, de x, tais que x] > 2, e qualquer outra
subexpressao imediata de x; é idéntica a correspondente subexpressao imediata de

2o. Usando a definicao de > concluimos entao que x; > o O
Proposicao 2.23 A relagcao Sp € terminante.

Demonstracgao.

O resultado é consequéncia imediata dos lemas e2.22 O
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A terminalidade da relacao Sp nos garante a existéncia de formas normais, cuja

notagao obedece a forma determinada pela definigao [2.7]
Proposicao 2.24 A relagao Sp € local-confluente.

Demonstragao.

Sabemos que a relagao rm ¢é local-confluente [NW9S§]. Para mostrar que a nova
relacao Sp é também local-confluente basta verificar que todos os pares criticos
gerados pela regra Ftag,s, com alguma das regras de rm sao juntaveis. Para isso
utilizamos o critério dos pares criticos de Knuth-Bendix [KB70], dado pelo lema
11201

Inicialmente note que nao ha sobreposicao da regra Etag,s, com ela mesma, assim
como entre as regras dadas nas figuras e 2.7 Temos uma tnica sobreposi¢ao
possivel da regra Etag,s, com a regra (r7) da figura

Na figura podemos observar o termo obtido com esta sobreposigao, assim

como a divergéncia ao se aplicar (r7) por um lado e Etagys, por outro.

[A(t1 1),0l,nl, €]

r7 Etasysp

A[(t1 1),0l + 1,nl+ 1,@nl :: €] [ta, 0l,nl, €]
onde t; =, [t2,0, 1, nil].
Te + T3

A[t1,0l +1,nl +1,@Qnl :: ] 1)

Figura 2.8: Divergéncia gerada pelas regras (r7) € Etagysp

Considerando os termos t; e ty rm-normalizados, vejamos que esta divergéncia

é juntavel. A demonstracao se dé pela analise da estrutura do termo t:

1. t; = n. Aqui precisamos que n > 1 para que a regra Etag,s, possa ser aplicada.
Neste ponto estamos com A([n, o0l + 1,nl +1,@nl :: ¢] 1). De acordo com o

comprimento do contexto @Qnl :: e temos os seguintes casos:

(a) Se ol + 1 < n temos a seguinte cadeia de redugao:
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>_>ol+1
= 5
)‘([[mv 07 nl + 17 nll]] _) o
)\(m l) —>EtaSusp
n—ol+nl-1.

A[n,ol +1,nl +1,@Qnl :: e] 1
1

Por outro lado, temos que t; =, [t2,0, 1, nil] e portanto, to = n — 1. Logo,

[ta, 0l,nl,e] =
n—1,0l,nl e —¢
n—1-—o0lL0,nlnil]—,,

n—-ol+nl-1

(b) Quando ol +1 > n temos

AM[n, ol +1,nl+1,@Qnl - e] 1) =7t
AM[L, 0l —n+2nl+1,e €] 1).

A reducao a partir desse ponto depende da estrutura de e;: quando e; =
@[ aplicamos (r3) obtendo A(nl+41 —11)— gag,,, nl =1 Por outro lado,

temos

[ta, 0l,nl, €] =

n—1.0lnl e —""?

[1,0l —n+2,nl,e; €] =

[1,0l —n+2,nl,Q[ :: ¢'] - ,, nl—1

A outra possibilidade é e; = (t,1), onde, sem perda de generalidade, podemos

considerar ¢ rm-normalizado. Neste caso,

AL, 0l =n+2,nl+1,(t,1) €] 1) =,

A([t,0,nl =1+ 1,nil] 1) = prag,.,

rm-norm([[t,0,nl + 1 — 1, nil], 1,0, (<, 0) = nil]) = m,
rm-norm([t,0,nl — I, {nil,nl +1 —1,1,(<,0) :: nil}]) = s
rm-norm([t,0,nl — I, {nil,nl —1,0,nil }]) = m,
(I

rm-norm([t,0,nl — 1, nil]).

Por outro lado,
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[t2,0l,nl, €] = [n—=1,0l,nl, e] =2
[1,0l = n+2,nl,(t,1) €] —., [t,0,nl —1,nil].

como rm-norm([t,0,nl — l,nil]) e [t,0,nl — I, nil] sao obviamente juntaveis,

temos a convergencia.

. t1 = (A B).
Temos A([t1, 0l + 1,nl 4+ 1,@Qnl :: €] 1) = AM([(A B),0ol + 1,nl +1,@nl :: ¢] 1).

Agora note que (A B) =, [t2,0,1,nil] e, portanto podemos fazer a seguinte

reducao:
AM[(A B),ol +1,nl+1,@Qnl ::¢e] 1) =
A([[t2,0,1,nil],ol + 1,nl + 1,@Qnl :: ] 1) — 1,
A([t2, ol,nl + 1,{nil, 1,0l + 1,@nl :: e}] 1) — 4
A([t2, ol,nl + 1,{nil,0,0l,e, }] 1) — 1,

AM[t2,ol,nl 4+ 1, €] 1) = prag,.,,
rm-norm([[tz, ol,nl + 1,¢],1,0,(<,0) 2 nil]) =,
rm-norm([tz, ol,nl, {e,nl + 1,1, (<, 0) =t nil}]) = 1emdztn

rm-norm([ts, ol,nl, e])

Por outro lado tinhamos o termo [ty, ol, nl, e], mas esses dois dltimos termos

se juntam trivialmente.

. t1 = (MA). Neste caso, temos A\([(AA), ol + 1,nl + 1,@Qnl :: e] 1) onde AA =,,,,

[t2,0,1,nil]. Fazendo essa substitui¢ao, temos:

A([[t2, 0,1, nil],ol + 1,nl + 1,@nl :: €] 1) =,

A([ta,ol,nl + 1, {nil, 1,0l + 1,@nl :: e}] 1) — s

A([te, ol,nl + 1, {nil,0,0l,e}] 1) — 1,

A([t2,0l,nl + 1, €] 1) = prag,.,

rm-norm([[tz,ol,nl +1,¢],1,0,(<,0) 2 nil]) =,
rm-norm([tz, ol,nl, {e,nl + 1,1, (<, 0) :: nil}]) = 1emdztD

rm-norm([[tz, ol,nl, e])

Por outro lado tinhamos o termo [t3, ol, nl, e], mas esses dois dltimos termos

se juntam trivialmente.
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Proposicao 2.25 A relacao Sp é confluente.

Demonstragao.

Aplicando o Lema do Diamante de Newman (lema [1.18) tendo como hipétese a

proposicao [2.23| e o lema anterior, obtemos o resultado desejado. O

2.3 A Correspondéncia entre as Regras Eta

Nesta segao veremos a correspondéncia entre as regras Eta,, Etas, e Etagysp.

Em |[ARKO01D], Ayala-Rincén e Kamareddine mostram a correspondéncia entre
as regras Fta do Ao e do As, isto é, a correspondéncia entre as condigoes t1[1] =, M

e cpgtl =;, M, onde t; € Ayp, como veremos a seguir.

Lema 2.26 (JARKO01D]) Seja n um indice de De Bruijn. Entdo para k > 0 a
forma s.-normal de ©2n e a forma o-normal de n[L.1[1].1[1%]. ... . 1[1*71]. t¥+1] sdo

indices de De Bruijn correspondentes entre si.

Lema 2.27 ([ARKO1Db]) Seja Aty uma abstragio sobre a linguagem Agp. Entdao
temos, para k > 0, que o termo (Aty)[L1[M].1[12].... .1 [1* ). t**1] o-reduz-se para
A(L[LA[HL[P2] . 2[R 7)),

A correspondéncia entre t1[1] e ¢it; é o caso k = 0 do seguinte lema:

Lema 2.28 (JARKO01D]) Seja t; € Agp e t) sua codificacao na linguagem do
calculo Ao, onde todos os indices n € N que ocorrem em t; sao substituidos por
1[1t"7]. Entdo, para k > 0, a forma o-normal de t}[1.1[1].1[1?]. .. .. L[] R

corresponde a forma s.-normal de @ity .

De forma andloga estabeleceremos a correspondéncia entre as regras Fta do Agysp
e do As.. Isto corresponde a equivaléncia entre as condigoes [ty,0, 1, nil] =gusp M ¢
gogtl =,, M para t; € Aygg. A correspondéncia desejada corresponde ao caso k = 0

da seguinte proposigao:
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Proposicao 2.29 Sejat, € Agp. Entao, para todo k > 0, a forma Susp-normal de
[ti,k, k+1,@QFk :: Qk — 1 :: ... 2 @Q1 :: nil] corresponde d forma s.-normal de pit;.

Demonstragao.

A demonstracao é feita por inducao sobre a estrutura do termo t;. No caso em

que:

e t; = n. De fato, pelo lema [2.§| temos que para todo k > 0,

.. .. .. . n+1 sen>k
o,k k+1,Qk - @Qk —1:: ... @1 = nal] — _n— sen < k

n+1 sen>%k
n sen <k

Por outro lado, temos gozg —> o-destr {

e {; = (A B) aplicamos a hipédtese de indugao a A e a B. De fato,
Susp-norm([(A B),k, k+1,Qk :: Qk — 1 :: ... :: Q1 :: nil]) =, Susp-norm(
[A k k+1,Qk ... 2 Q1 :ndl] [Bk,k+1,Qk 2 ... 2 @1 :: nil]) o

se-norm(p2 A piB) = s.-norm(pia)

o t; = (AA) temos
Susp-norm([(AA), k, k+1,Qk :: Qk — 1 = ... 2 Q1 :: nil]) — .,
Susp-norm((A[A,k+1,k+2,Qk +1:: ... Q1 :: nil])) =
se-norm((Api, 1 A)).

Por outro lado, ©7(AA) = orctrans(Api 1 A). O

Aqui vale salientar que essa correspondéncia nao ocorre de maneira 0bvia para
termos abertos. De fato, seja ¢ uma constante qualquer. Por um lado, no Agysp,
temos que [c, k., k+1,Qk :: ... :: @1 :: nil] —,, ¢. Mas por outro lado, no calculo
As. temos que ¢ic é irredutivel. Esses dois termos podem, num certo sentido,

iderados iguai is a funcao ? na i difi tant t
serem considerados iguais pois a funcao ¢; nao vai modificar a constante c e esta
equivaléncia pode ser estabelecida num contexto mais amplo como, por exemplo,

em unificacao de ordem superior.



Capitulo 3

Adequabilidade

Neste capitulo compararemos os calculos Agysp, As. € Ao. Essa comparagao
é feita no estilo de [KRO0]. Isto nos permitira concluir que, num certo sentido, o
Ase simula um passo de -conversao de maneira mais adequada que o Agysp. Intui-
tivamente, esta nogao de adequabilidade esta relacionada com o comprimento das
simulagoes de um passo de [-conversao. De forma que se um calculo de substi-
tuicoes explicitas simula um passo de [-conversao com derivacoes mais curtas ele

serd considerado mais adequado. A seguir definiremos formalmente adequabilidade.

Veremos que os calculos Agysp, € Ao sao incomparaveis assim como também o sao
0 As. € 0 Ao. Informalmente isto significa que, no caso do Agy,s, € Ao, para algumas
simulagoes 0 Agysp se comporta de maneira mais adequada enquanto que para outras

0 Ao é mais adequado.

3.1 Nocoes de Adequabilidade para Comparacao
de Calculos de Substituicoes Explicitas

Definicao 3.1 ([KRO00]) Dizemos que A\, é mais adequado que X\, (na simu-

lagdo de um passo de B-conversdo), denotado por e, < ¢, se:

1. Para toda B-redugcao A— gB e para toda A¢,-simulagao A—>’/{°£2B existe uma
A¢, -simulacao A — TslB tal que m < n.

2. FEwiste uma [-reducao A — 3B e uma ¢, -stimulagao A — Kzl B tal que para toda

e, -simulacao A — K@B temos m < n.

E f4cil verificar que < ¢ transitiva e anti-simétrica. De fato, suponha que \¢ <

e, € Ag, < Agy. De Ag, < Agy, temos que para toda S-conversao A — gB e para toda

34
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Ag,-simulagao A —>§§SB existe uma Ag,-simulagao A—>§€ZB com n < p. Por outro
lado, como ¢, < A¢,, para a mesma Ag,-simulagao A—>§€2B citada acima existe
uma \¢,-simulagao A—)f\’élB com m < n. Sendo assim, para toda Ag-simulagao
A—)Z)’\%B existe uma A¢ -simulagao A—)f{élB comm < ppoism<nen<p O

caso estrito é tratado de forma semelhante.

Para verificar que < é anti-simétrica, precisamos verificar que nao é o caso de
termos simultaneamente \¢, < Mg, € A\g, < A¢,. De fato, suponha verdadeiro A\, <
Ag,, entao, pela condigao 2 da definigao temos que existe uma [S-conversao A — 3B
e uma ¢ -simulagao A—>T§lB tal que para toda Ag,-simulagao A—>§£QB temos
m < n. Suponha, por absurdo, que ¢, < A¢,. Entao, pela condicao 1 da definicao
podemos tomar a [-conversao do caso anterior, obtendo que n < m. Absurdo! Pois

m <n.

Segundo a definicao de adequabilidade dada acima, para mostrar que dois célculos,
por exemplo A¢; e Ag,, nao podem ser comparados basta encontrarmos duas f-

conversoes classicas A — 3B e C'— gD tais que:

1. Existe uma simulacao A — A, B mais curta do que a mais curta das simulagoes
A— Ae, B.

2. Existe uma simulacao C'— . D mais curta do que a mais curta das simulagées

C%)\EID.

Neste caso dizemos que os cdlculos ¢, e Ag, sao incompardveis.

3.2 Incomparabilidade entre Calculos de Substi-
tuicoes Explicitas

3.2.1 Os Calculos Ao e As. sao Incomparaveis

Iniciaremos definindo duas fungoes importantes para estimar comprimentos de

derivacoes nos calculos que estamos trabalhando.

Definicao 3.2 Sejam A, B € Ayg. Definimos a funcio M : Aggp — N indutivamente

como Seque:

e M(n)=1
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o M(AB)=M(A)+M(B)+1

e M(MA)=M(A)+1

Definigao 3.3 Sejam A, B,C € Agg e k > 0. Definimos a fun¢io Qi : Agp X

Ay — N indutivamente como seque:

n sen <k
. Qk(g,B):{ n+ M(B) sen=k
k+1 sen >k

e Qr(A B,C)=Qr(A,C)+ Qr(B,C)+1

L4 Qk(AA7B> = Qk+1(A7 B) +1

Em [KR00], Kamareddine e Rios mostraram que os célculos As e Ao s@o incom-

paraveis. Aqui extenderemos esse resultado para o As.:
Proposicao 3.4 Os cdlculos s, e Ao sdo incompardveis.

Antes da demonstracao dessa proposicao consideremos alguns lemas que serao
importantes para estabelecer o resultado desejado. Os lemas a seguir foram tratados
por [KRO0] apenas para o célculo As. Os enunciados aqui propostos extendem o
resultado para o As.. Note, no entanto, que essa extensao é imediata ja que estamos

considerando termos puros do A-calculo.

Lema 3.5 ([KROQ]) Para A € Aup, toda s.-derivag¢io de ¢, A para sua forma

se-normal tem comprimento M(A).

Demonstracao.

Inducao sobre a estrutura do termo A. O

Lema 3.6 ([KRO0O0]) Toda As.-derivagao de (AN(2 2)) 1™ para sua forma Ase-normal

tem comprimento 4n + 3

Demonstracao.

Considere a seguinte derivagao (AA(2 2)) 1" — (A\(2 2))o'1" — A((2 2)0%1") —

A((20%1™) (20%1™)). Como as duas ocorréncias de (2021") nao interagem entre si,
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é suficiente mostrar que todas as derivacoes de (2021") tém comprimento 2n. De
fato, (2021™) se reduz diretamente para p3(1") cujo comprimento, de acordo com
o lema é M(1") que por sua vez é igual a 2n — 1. A derivacao total, portanto,

tem comprimento 4n + 3. O

Lema 3.7 ([KRO0O0]) Eziste uma derivagio de (AN(2 2)) 1™ para sua forma Ao-

normal cujo comprimento é n + 9.

Demonstragao.

Basta considerar a seguinte derivacao:

(A2 2)) 1" =

(AA@T] 2[1])) 1" = Beta

(AT L))" 2d] = aps

ACQT] LD (A" id)o P)]) = rrap

AL LD @ [1].(ido 1)]) = 4y

ACT LDA-(A[)™ (ido 1)I) = app
A" Gdo 1)]) QLL ([T (ido 1))])) = cros
AC@LT o(L.(2[])™. (ido 1))]) (ATL(A[T])™(ido 1)) = shiftcons
ACQ@AM)™ (ado 1)) (LHIL- (@[] (ido 1)])) = varcons
AC@D™ L (@) (ido 1)])) =2

AC@)™ @th™) = A@" 2")

Demonstracao (da proposigao (3.4
Pelos lemas [3.6] e [3.7] temos que, para n > 3, As, £ A\o.

Por outro lado, é facil ver que o termo (A2) 1 — 51 tem simulacao tnica tanto no
Ase quanto no Ao, cujos comprimentos sao respectivamente iguais a 2 e 4. Portanto,

Ao A ASe. O
3.2.2 Os Calculos Ag,s, € Ao sao Incomparaveis.
Vejamos agora que os calculos Agys, € Ao também sao incomparaveis entre si.

Lema 3.8 Toda Agysp-derivagio de (AN(2 2))1" para sua forma Agusp-normal tem

comprimento 4n + 5.



38

Demonstragao.

De fato, note que a derivacao a seguir ¢ tnica:

(AAM(2 2))1" = 4,
[(AM2 2)),1,0,(2",0) = nil] =,

A2 2),2,1, @0 (1™,0) = nil] — g

A([2,2,1,@0 :: ( ,0) = nil] [2,2,1,@0 :: (1™,0) = nil]) — 2
A([1,1,1,(1™,0) = nal] [1,1,1,(27,0) :: nil]) —

A[17,0,1, nil] [ 0,1, nil]) — 2

A(([1,0,1, nal])™ ([1,0,1, nal])™) — 2"

A(2" 27).

O

Lema 3.9 Todas as derivagoes de (A2) 1 para sua forma Ao-normal tém compri-

mento maior ou igual a 6.

Demonstracao.

De fato, as possiveis derivagoes de (AA2) 1 sao:

o (ML) 1= Beta (AL[M])[L7d] = aps AL[T][1.((L.id)o )] = cos
)\l[ O(l (( ) T))] — ShiftCons /\1[(1 Zd)o ﬂ — Map
AL[L[1].(ido 1)] = varcons AL[T] = A2;
o (AAL[M]) 1= Beta (AL[M])[L7d] = aps AL[T][1.((L.id)o )] = cos
)\l[ O(l ((1 ld) T))] — ShiftCons Al[(lld) ﬂ — Map
AL[L[1].(ido )] = raz AL[L[T]. 1] = varcons AL[T] = AZ;
o (AL[1]) L= pera (AL[T])[Leid] = aps AL[P][L.((L.id)o 1)] = cr0s
)\_[ o(L.(Lid)o 1))] = map AL[T o(L.(L[1].(ido 1)))] = sniftcons
AL[L[1].(ido )] = varcons AL[T] = A2;
o (AL[1]) L= peta (AL[T])[Leid] = aps AL[P][L.((L.id)o 1)] = cr0s
AL o(L.((Lid)o 1))] = amap AL[T o(L.(L[1].(ido 1)))] = sniftcons
AL[L[P].(ido )] = rar, AL[L[T]. 1] = varcons AL[T] = A2;

o (M) L= peta (AL[T)[L4d] = aps ALM[L-((Lid)o 1)] = pap
AL[T[L.(L[1].(ido 1))] = cros AL[T o(L.(L[1].(ido 1)))] = shiftcons
AL[L[T].(ido 1)] = varcons AL[T] = A2;
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o (AAL[T]) 1= pera (AL[M])[Leid] = aps AL[T][L.((L-id)o )] = wrap
AL[T[L.(L[1].(¢do 1))] = cros AL[T o(L.(L[1].(ido 1)))] = shificons
AL[L[1].(ido )] = rar AL[L[T]. 1] = varcons AL[T] = A2;

o (AL[]) L= pera (AL[T])[Lid] = aps AL[M][L.((L9d)o T)] = prap
{(A[t].(ido 1))] = rar AL[N[L(X[T]. 1)] = cros
(l[ﬂ T))] _>ShiftCons /\l[l[ﬂ ﬂ — VarCons /\l[ﬂ - )\2

Proposicao 3.10 Os cdlculos Agysp € Ao sao incompardveis.

Demonstracao.

Pelos lemas|3.8|e temos que existe uma simulagao (A (2 2)) 1" — 5, A(2" 27)
mais curta que a mais curta das simulagoes (AA(2 2)) 1" —3 = A(2" 2") sempre

que n > 1. Isto nos permite concluir que Agys, A Ao.

Por outro lado, considere a seguinte simulacao no Agysp:

(AA2)1 — 5,

[(A2),1,0,(1,0) :: nil] — ..
A[2,2,1,@0 :: (1,0) :: nil] —
A[L,1,1,(1,0) = nil] — .,
A[L,0,1,nil] = ,,A2

Podemos, agora, utilizar o fato da derivagao acima ter 5 passos juntamente com
o lema para concluirmos que existe uma simulagao (AA2) 1—3_ = (A2) mais
curta que a mais curta das simulagoes (AA2) 1 — 3%, (A2). Ou seja, Ao A Agysp. Isto

conclui a prova. O

3.3 O Calculo As. é mais adequado do que 0 Agyg)-

Os lemas e proposigoes a seguir caminham no sentido de estimar os comprimen-

tos de derivagoes de termos no Agysp € Ase.

Lema 3.11 Sejam A € Agp, @ > 0 e [A,4,i,@Qi—1:...:: Q0 :: nil] um termo
bem-formado. Entdo toda Susp-derivacio de [A,i,1,@Qi—1::...:: Q0 :: nil] para

sua forma Susp-normal tem comprimento maior ou igual a M(A).
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Demonstragao.

Por inducao sobre a estrutura do termo A temos que:

(1) A= n. Neste caso, temos que se n > i entdo [n,7,7, @i — 1 :: ... :: Q0 :: nil] =1
n —i,0,4,nil] —,, n. Aqui a deriva¢do tem comprimento i + 1 > M (A).
Se n <ientdo [n,4,4,@i —1:...:: @0 nal] =71
[1,i—n+1,i,@Qi —n:...::Q0: nil] —-,, n. O comprimento da derivacao
acima é n > 1= M(A), como querfamos.

(2) A= (B C). Neste caso, temos [(B C),i,i,@Qi — 1 :: ... Q0 :: nil] —
[B,i,i,@i —1:...:@0:nid] [Cyi,i,@i—1:...::@Q0::nil]. Agora utili-
zamos a hipotese de indugao e concluimos que o comprimento da derivacao
acima é maior ou igual a 1 + M (B) + M(C) = M(B C) = M(A).

(3) A= (AB). Agora temos [(AB),,4,@i — 1 ::...:: Q0 :: nil] — .,
A[B,i+1,i41,@Qq :: ... :: @0 :: nil]. Agora aplicamos a hipétese de indugao

e concluimos que a derivagao acima tem comprimento maior ou igual a 1 +

M(B) = M(AB) = M(A).

Lema 3.12 Para B € Aygg e i,j > 0, a derivagao do termo bem-formado

[B,i,7,@Qj —1:: €] para sua forma Susp-normal tem comprimento maior ou igual
a M(B).

Demonstracao.

De fato, se B = n entao [n,,j,@j — 1 :: ¢] se reduz a sua forma Susp-normal
em 1 ou mais passos conforme n seja 1 ou maior do que 1, respectivamente. Como

M (B) =1 temos o resultado desejado.
Quando B = (C' D) temos

[(C D),i,j,Qj —1:e] =, [C,i,5,Q5 —1:€] [D,i,j,Q5 —1::e].

Agora aplicando a hipdétese de inducao temos o resultado desejado.

Por fim, quando B = (AC') temos

[(AC),d,5,@j —1:e] =, A\[C,i+1,j+1,Qj :: €]
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Aplicando a hipdtese de indugao temos o resultado desejado. a

Proposicao 3.13 Sejam A, B € Agg e k > 0. Entao toda Susp-derivacao do termo

bem-formado

[A kb —1,@Qk —2 ... 2 @0 :: (B,1) :: nil]

para sua forma Susp-normal tem comprimento maior ou igual a Qr(A, B).

Demonstragao.

Por inducao sobre a estrutura de A temos que:

(1)

A =n. Temos o termo [n, k, k —1,Qk —2:: ... :: Q0 :: (B,1) :: nil].
Se n < k entdo [n, k,k—1,Qk —2::...:: Q0= (B, 1) = nil] -7
[LLk—n+1,k—1,Qk—n—1:...:Q0: (B,l)::nil]—r; n. O compri-

mento dessa derivacao foi n > Qx(n, B) como queriamos.

Se n =k entdo [n, k,k—1,Qk —2:: ... @Q0 = (B, 1) = nal] =71
[1,1,k—1,(B,l) ::nil] = ry [B,0,k —1—1,nil]. Pelo lema este ultimo
termo se reduz a sua forma Susp-normal em M (B) ou mais passos. Logo a
derivagao completa tem comprimento maior ou igual a n+M(B) = Qx(n, B) =
Qk(A, B).

Se n >k entdo [n, k,k—1,Qk —2:: ... :: Q0 (B, 1) = nal] =&

[n —k,0,k —1,nil] -r, n—1. O comprimento dessa derivacao foi k + 1 >
Qr(n, B) = Qx(A, B) como querfamos.

A= (C D). Temos [(C D), k,k—1,Qk —2::...:: Q0 :: (B,l) :: nil] — ,,
[C kk—1,Qk —2::...::@Q0 :: (B,0) :: nil]
[D,k,k—1,@Qk —2::...::@Q0 :: (B,0) :: nil].

Aplicando a hipdtese de inducao temos que a derivagao completa tem compri-

mento maior ou igual a 1+ Qx(C, B) + Qx(D, B) = Qi(C D, B) = Qi(A, B).

A= (X\C). Temos [(AC),k,k—1,Qk —2::...:: Q0 :: (B,l) :: nil] —,,
MC k+1,k,Qk —1::...::@Q0 :: (B,1) :: nil]. Agora aplicamos a hipdtese de
inducao e concluimos que esta derivagao tem comprimento maior ou igual a

1+ Qe (C, B) = Qu(\C, B) = Qu(A, B).
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Proposicao 3.14 Quaisquer que sejam A, B € Agg e k > 0, toda s.-derivag¢do de

Ac* LB para sua forma s.-normal tem comprimento menor ou igual a Qp11(A, B).

Demonstracao.

A demonstragao é feita por inducgao sobre a estrutura do termo A:

n—1 sen>k+1
e A=n. Temos no**'B— { ob™'B sen=Fk+1
n sen<k+1

Nos casosn > k+1en < k+1 a derivagao tem comprimento 1 e, claramente,
1 < Qpy1(n, B),Vn, pois Qrr1(n, B) > 1,¥n. Portanto a derivagdo com-
pleta tem comprimento menor ou igual a Qy1(n, B) = Qy1(A, B). Quando
n = k + 1 utilizamos o lema para concluirmos que @'5“3 se reduz a sua
forma s.-normal em M (B) passos. Assim, a deriva¢do completa tem compri-
mento 1+ M(B). Observando a definigao da fungdo Qx,1 concluimos que esse

comprimento é sempre menor ou igual a Qr11(n, B) = Qx+1(A, B).

e A= (C D). Temos (C D)o**"'B— Co*"'B Do**1B. Aplicando a hipétese
de inducao concluimos que esta derivacao tem comprimento menor ou igual a

1 + Qk+1(0, B) + Qk+1(D, B) — Qk+1(C D7 B) — Qk+1(A,B).

o A= (\O). Temos (AO)o*'B— MCo*2?B. Agora aplicamos a hipétese de
inducao e concluimos que essa derivacao tem comprimento menor ou igual a

1+ Qk12(C, B) = Qi1 (AC, B) = Qi11(A, B).

Teorema 3.15 O cdlculo A\s. € mais adequado do que o cdlculo Agysp.

Demonstracao.

Precisamos mostrar que para qualquer S-conversao A — B, com A, B € Ayp,
toda Agyusp-simulacdo A — 5, B' =, Susp-norm(B') = B, existe n < m tal que
A— 5 yenC — s-norm(C) = B.
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No Agusp Para qualquer redex onde possamos aplicar a regra 5 temos (AD) E — g,
[D,1,0,(£,0) :: nil] = §,,, Susp-norm([D, 1,0, (E,0) :: nil]), onde pela proposi¢ao

B.13] temos que
m = Qi(D, E) (3.1)

Por outro lado, no As. temos (AD) E— ,_yen Do’ E — "s-norm(Dc'E), onde
pela proposigao temos que toda s.-derivacao de Do'E para a sua forma s,-
normal satisfaz

n < @D, E) (3.2)

De e concluimos que para qualquer Ag,gp-simulacio A — 5 B' =g, . Susp-
norm(B') = B, toda As.-simulagdo A — ,_4e,C — 2'sc-norm(C') = B tem compri-

mento n < m.

Para que a segunda condicao de adequabilidade seja satisfeita precisamos apre-
sentar uma S-conversao do A-calculo cuja As.-simulagao seja estritamente menor do
que sua respectiva Agysp-simulacao. Considere, portanto, a seguinte [3-conversao:
(A2) 1—41.

No Agysp esta B-conversao pode ser simulada de maneira tnica, em 3 passos,
como podemos ver abaixo:
(A2) 1— 4, [2,1,0,(1,0) :: nil] -, [1,0,0,nil] —,,1.

Ja no As. a mesma simulagao se dé de forma unica, em apenas 2 passos:

(A2) 1= 5 gen 20'1 — 5 gestr 1. Isto finaliza a demonstragao. a

Note que aqui demonstramos muito mais do que a nocao de adequabilidade de
[KROQ]. De fato, provamos que o comprimento de qualquer As.-simulagao é sempre

menor ou igual que qualquer Ag,s,-simulacao de um passo de -conversao.

Vejamos um exemplo que nos mostra claramente como as simulagoes de um
passo de [3-conversao no As. sao mais curtas que no Ag,sy. O exemplo que escolhe-
mos constitui-se de um [S-redex simples onde s6 é possivel aplicar a regra que inicia
a simulagdo de uma [-conversao, este redex é dado por ((A(A"i)) j), onde n > 0
e i,57 > 1. Veja que este é um exemplo adequado porque termos que contenham
aplicagoes adicionais vao apenas duplicar o trabalho a ser feito e, termos com cons-
tantes, ou meta-variaveis, nao nos interessam agora. Termos que possuem diversos
abstratores sao importantes porque ambos os calculos trabalham da mesma forma
ao entrar dentro de abstratores. A diferenga se dd quando atingimos indices de

De Bruijn. Vejamos, entao, a simulagao de um passo de [-conversao para o redex
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((A(A™ 1)) j) no Agusp- No caso em que i < n + 1, temos

(A(A" 1)) §) = 5,
[(A"1), 1,0, (§, 0) == nal] =7
Ai,n4+1,n,Q@n—1:...:Q0: (§,0) = nil] =1

ANLn—i+2,nQn—i:x...:Q0:(§,0): nil] —,, A"

Esta reducao tem um total de n + 4 + 1 passos.

Quando 7 = n + 1, temos

((AA™1)) j) = 5, [(A"1),1,0,(§,0) 2 nal] — 7.
AL, n+1,n,Qn—1: ... Q0 (j,0) = nil] — 7

T5

A1, 1,0, (j,0) = nil] =, A*[j,0,n,nil] —,, \"j +n.

Aqui a reducao total tem comprimento n + i + 2.

Por fim quando, ¢ > n + 1 temos

(A" 1) §) = 5, [(A"1), 1,0, (3, 0) == mal] =7
AMli,n+1,n,@Qn—1:...::@0:(j,0) :: nil] _>;z;-1

AN[i—-n—1,0,n,nil]—,, \"i—1.

Aqui a redugao tem comprimento 2n + 3.

A mesma simulacao no As. pode ser vista da seguinte forma:
(A" 1)) §) = o-gen (A"L)oj — 5\ AMio™ ],

Agorasei <n+1oui>n+ 1, com uma aplicacao de o-destruction o termo
anterior reduz-se, respectivamente, para A"i e A\"i — 1. Note que ambas reducoes
tém comprimento n + 2.

No caso em que i = n+ 1, apdés uma aplicacao de o-destruction o termo \"ioc™*1j

se reduz para \"opt'j, que apés uma aplicacio de @-destruction se reduz para

A"j + n. Isto nos d& um reducao cujo comprimento total é igual a n + 3.

Os comprimentos das derivagoes em cada caso podem ser melhor visualizados

pela tabela abaixo:
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’ ‘ >\Se ‘ >\Susp ‘
i1<n+1l|{n+2|n+i+1
1=n+1|n+3|n+1+2
1 >n+1|n+2 2n + 3

Como ¢ > 1 é facil ver que qualquer simulagao de um passo de B-conversao do
redex dado acima tem sempre comprimento menor no As., exceto quando i = 1,
pois neste caso os comprimentos das redugoes sao iguais. Em todos os outros casos
¢ evidente a vantagem do As. sobre o Agys, j4 que o primeiro consegue reduzir
indices de De Bruijn de qualquer valor em um tnico passo (via regra o-destruction),
enquanto que o Agysp precisa reduzi-los um a um por meio da regra 75 até que o
contexto fique vazio e seja possivel aplicar ry, ou até que os indices de De Bruijn

sejam decrementados até 1 e seja possivel aplicar a regra rs.



Capitulo 4

Uma Implementacao para os
Calculos Ao, Ase e Agyq, com a
Eta-conversao

Uma outra contribuicao deste trabalho é a implementacao de um ambiente que
simula [3-conversoes e n-conversoes de A-termos via calculo Ao, As. ou Agysp. A
importancia de uma tal implementagao esta, além do tempo e confiabilidade que
se ganham em uma simulagao de um passo de [-conversao, no fato de que muito
se pode aprender sobre a estrutura interna dos calculos utilizados. Adicionalmente,
a construgao dessa implementagao foi um bom exercicio sobre tipagem implicita,
ja que a linguagem utilizada para a mesma foi o Ocaml, da familia ML, que uti-
liza este tipo de tipagem. A escolha dessa linguagem se deu basicamente pela fa-
cilidade de se trabalhar com A-termos e pela simplicidade no manuseio de tipos
para termos, substituicoes, contextos e listas de contextos dos calculos tratados.
Uma versao pré-compilada e o cédigo dessa implementagao podem ser obtidos em

http://www.mat.unb.br/~ayala/TCgroup/.

Nossa implementacao consiste basicamente de trés ambientes, distintos e inde-
pendentes entre si, onde foram implementadas as regras dos trés célculos citados
acima. Assim, dado um A-termo ¢ qualquer podemos simular a reducao de t a
sua forma &-normal, onde £ € {0, s, Susp}, passo a passo em qualquer um desses

calculos. A regra Eta também foi implementada nos trés casos.

Observe que esta implementacao foi construida com o objetivo de simular alguns
exemplos simples de S-conversao e 7n-conversao. Portanto, como o mesmo nao faz
parte de um sistema maior, nao nos preocupamos muito em construir um cédigo

que fosse o mais eficiente possivel. Nossa preocupacao fundamental foi em relagao
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a corretude do mesmo. Nesse sentido sabemos que algumas modificagoes podem ser

feitas para melhorar a eficiencia do programa.

Para o Ao considere, por exemplo, a regra Abs, que é dada por
(AM)[S] = AM[1.(S0 1)]

Devemos observar que o calculo Ao trabalha com dois tipos de objetos, a saber,
termos e substituicoes. Portanto nossa implementacao deve diferenciar esses tipos
e trabalhar de forma correta com cada um deles. Como sabemos, os termos do Ao
sao da forma 1, AM, (M N) ou M[S] que representamos, na linguagem Ocaml,
respectivamente por One, L(M), A(M,N) ou Sb(M,S). Ja as substitui¢oes podem ser
da forma id, T, M.S ou S o T, representadas, respectivamente por Id, Up, Pt(M,S)
ou Cp(S,T). A implementacao das regras de uma forma geral é constituida de dois
passos. Primeiro fazemos uma busca sobre o termo dado a procura de possiveis
rédices onde a regra possa ser aplicada. O segundo passo constitui da aplicacao da
regra propriamente dita ao redex encontrado e selecionado. No caso em que existam
mais de um redex na mesma expressao, o usuario deve escolher em qual posicao
a reducao deve ser feita. A busca por rédices para a regra Abs é feita pela funcao
matchingAbs de tipo lista de posigoes, onde exp é a expressao, 1 acumula as posicoes
dos rédices e pos é a posicao atual.

let rec matchingAbs exp 1 pos =
match exp with

Dummy ->1 |

One -> 1|

Vr c -> 1|

A(el,e2) -> append (matchingAbs el 1 (append pos [1]))
(matchingAbs e2 [] (append pos [2])) |

L(el) -> matchingAbs el 1 (append pos [1]) |

Sb(L(el),sb) -> pos :: append
(matchingAbs el 1 (append pos [1;1]))
(matchingAbsSb sb [] (append pos [2])) |
Sb(el,sb) -> append (matchingAbs el 1 (append pos [1]))
(matchingAbsSb sb []1 (append pos [2]))
and
matchingAbsSb subs 1 pos =
match subs with
Up ->1 |
Id > 1 |
Pt(el,sb) -> append (matchingAbs el 1 (append pos [1]))
(matchingAbsSb sb [] (append pos [2])) |
Cp(s1,s2) -> append (matchingAbsSb s1 1 (append pos [1]))
(matchingAbsSb s2 [] (append pos [2]));;

Note que a busca é dividida em duas etapas: a busca sobre expressoes do tipo

termo e a busca sobre expressoes do tipo substituicao.
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A aplicagao da regra Abs a expressao exp na posicao pr ¢ dada pela fungao
absreduction abaixo:
let rec absreduction exp pr =

match pr with
(1 -> (match exp with

Sb(L(el),sb) -> L(Sb(el,Pt(One,Cp(sb,Up)))) | _ -> exp) |
1 :: tail -> (match exp with
Dummy -> exp |
One -> exp |
Vr c -> exp |
A(el,e2) -> A((absreduction el tail),e2) |
L(el) -> L(absreduction el tail) |

Sb(el,s2) -> Sb((absreduction el tail),s2)) |
2 :: tail -> (match exp with

Dummy -> exp |
One -> exp |
Vr c -> exp |
L(el) -> exp |

A(el,e2) -> A(el, (absreduction e2 tail)) |
Sb(el,s2)-> Sb(el, (absreductionSb s2 tail))) |
_ —> exp
and
absreductionSb subs pr =

match pr with

0 -> subs |

1 :: tail -> (match subs with
Id -> subs |
Up -> subs |

Cp(s1l,s2) -> Cp((absreductionSb sl tail),s2) |

Pt(el,s2) -> Pt((absreduction el tail),s2)) |
2 :: tail -> (match subs with

Id -> subs |

Up -> subs |

Cp(s1,s2) -> Cp(sl, (absreductionSb s2 tail)) |

Pt(el,s2)-> Pt(el, (absreductionSb s2 tail))) |

-> subs ;;

Aqui, da mesma forma, o trabalho é dividido em duas partes, uma para reducao
sobre termos e outra sobre substituigoes. Isto ilustra a facilidade de se lidar com

tipagem implicita no Ocaml. As outras regras sao implementadas de forma anéloga.

No As. a construgao ¢ feita de forma semelhante com a observacao de que agora
nao temos mais dois tipos de expressoes, mas apenas um. De fato, as expressoes do
As, sao da forma n, (M N), AM, Mc'N ou ¢, M que representamos, em Ocaml,
respectivamente, por DB n, A(M,N), L(M), S(i,M,N) ou P(k,i,M). A estrutura da
funcao para a busca de rédices para a regra o-A-transition é:
let rec matchingSLtransition exp 1 pos =
match exp with

Dummy -> 1]
DB i -> 1|
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Vr c ->1 |
A(el,e2) —-> append
(matchingSLtransition el 1 (append pos [1]))
(matchingSLtransition €2 [] (append pos [2])) |
L(el) -> (matchingSLtransition el 1 (append pos [1])) |
S(i,L(el),e2) -> pos :: append
(matchingSLtransition el 1 (append pos [1;1]))
(matchingSLtransition e2 [] (append pos [2])) |
S(i,el,e2) -> append
(matchingSLtransition el 1 (append pos [1]))
(matchingSLtransition e2 [] (append pos [2])) |
P(j,k,el) -> (matchingSLtransition el 1 (append pos [1]1));;

Jé a funcao de aplicagao da regra o-A-transition é:

let rec sltransition exp pr =
match pr with
[ -> (match exp with
S(i,L(el),e2) —> L(S(i+1l,el,e2)) | _ —> exp) |
1 :: tail -> (match exp with
A(el,e2) -> A((sltransition el tail),e2) |
L(el) -> L(sltransition el tail) |
S(i,el,e2)-> S(i,(sltransition el tail),e2) |
P(j,k,el) -> P(j,k,(sltransition el tail)) |
_ > exp) |
2 :: tail -> (match exp with
A(el,e2) -> A(el,(sltransition e2 tail)) |
S(i,el,e2)-> S(i,el,(sltransition e2 tail)) |
_ —> exp ) |
-> exp;;

O célculo Agysp j& possui uma estrutura mais complicada que a dos cédlculos an-
teriores. De fato, as expressoes no Agys, podem ser de trés tipos distintos: termos
suspensos, contextos ou termos de contextos. Os termos suspensos, por sua vez,
podem ser C', n, (M N), AM ou [t,1,j, e] que representamos, em Ocaml, respecti-
vamente por Vr ¢, DB n, A(M,N), L(M) ou Sp(t,i,j,e). Os contextos podem ser
nil, et :: e ou {envl,i,j, env2}, que representamos, respectivamente, por Nilen,
Con(et,e) ou Ck(envl,i,j,env2). Os termos de contexto podem ser @Qn, (t,1)

ou {(envt, i, j,env)) que representamos, respectivamente, por Ar(n), Paar(t,1) ou

LG(envt,i,j,env).

A funcao de busca de rédices para a regra (r7) é dada por:

let rec matching_r7 exp 1 pos =
match exp with

Dummy ->1 |
DB i -> 1 |
Vr c -> 1|
A(el,e2) -> append (matching_r7 el 1 (append pos [1]))

(matching_r7 e2 [] (append pos [2])) |
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L(el) -> (matching r7 el 1 (append pos [1])) |
Sp(L(el),_,_,env) -> pos :: append
(matching_r7 el 1 (append pos [1;1]))
(matchingEnv_r7 env [] (append pos [2])) |
Sp(el,_,_,env) -> append (matching r7 el 1 (append pos [1]))
(matchingEnv_r7 env [] (append pos [2]))
and matchingEnv_r7 env 1 pos =
match env with
Nilen -> 1|
Con(envt, envl) -> append
(matchingEt_r7 envt 1 (append pos [1]))
(matchingEnv_r7 envl [] (append pos [2])) |
Ck(envl,_,_,env2) -> append
(matchingEnv_r7 envl 1 (append pos [1]))
(matchingEnv_r7 env2 [] (append pos [2]))
and matchingEt_r7 envt 1 pos =
match envt with
Ar i -> 1 |
LG(envtl,_,_,envl) -> append
(matchingEt_r7 envtl 1 (append pos [1]))
(matchingEnv_r7 envl [] (append pos [2])) |
Paar (el,i) -> (matching_r7 el 1 (append pos [11));;

E a fungao para reducdo da expressao exp na posicao pr da regra (r;) é dada

por:

let rec r7_reduction exp pr =
match pr with
[1 -> (match exp with
Sp(L(el),i,j,env) -> L(Sp(el,i+1,j+1,Con(Ar(j),env))) |

_ > exp ) |
1 :: tail -> (match exp with
A(el,e2) -> A((r7_reduction el tail),e2) |
L(el) -> L(r7_reduction el tail) |
Sp(el,i,j,env) -> Sp((r7_reduction el tail),i,j,env) |
- -> exp) |
2 :: tail -> (match exp with
A(el,e2) -> A(el, (r7_reduction e2 tail)) |
Sp(el,i,j,env) -> Sp(el,i,j,(r7_reductionEnv env tail)) |
-> exp)
and
r7_reductionEnv env pr =
match pr with
1 :: tail -> (match env with
Con(envt,envl) ->

Con((r7_reductionEt envt tail),envl) |
Ck(envl,i,j,env2) ->
Ck((r7_reductionEnv envl tail),i,j,env2) |
_ -> env) |
2 :: tail -> (match env with
Con(envt,envl) ->
Con(envt, (r7_reductionEnv envl tail)) |
Ck(envl,i,j,env2) ->
Ck(envl,i,j,(r7_reductionEnv env2 tail)) |
_ -> env)
and
r7_reductionEt envt pr =
match pr with
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1 :: tail -> (match envt with
Paar(el,i) ->
Paar ((r7_reduction el tail),i) |
LG(envtl,i,j,envl) ->
LG((r7_reductionEt envtl tail),i,j,envl) |
_ => envt) |
2 :: tail -> (match envt with
LG(envtl,i,j,envl) ->
LG(envtl,i,j, (r7_reductionEnv envl tail)) |
-> envt);;

4.1 A implementacao da regra Eta

Um aspecto interessante que vale a pena ser ressaltado é a maneira como a
regra Eta foi implementada para os trés calculos. Essa etapa contribuiu muito para
uma melhor compreensao da estrutura desses calculos, pois que a implementagao
desta regra nao é trivial. De fato, observe que dado um termo qualquer ¢t € Ayp é
sempre facil decidir qual regra do sistema de reescrita (Ao, Ase, Asusp) que devemos
utilizar, pois essas regras sao incondicionais ou possuem apenas uma condi¢ao arit-
mética simples que pode ser resolvida por algum algoritmo de deducao aritmética
usualmente pré-construido nas linguagens de programagao modernas. O mesmo, no
entanto, nao acontece com a regra Eta pois a condi¢ao de aplicagao da mesma ¢ mais
complexa. Para contornar esse problema apresentamos um teste para implementacao
da regra Fta desenvolvido a partir das idéias de [Bor95|] para o Ao e [ARKO1a] para
0 As.. Essa idéia foi comentada superficialmente ao considerarmos a prova do lema

2211

Para entendermos melhor o que sera feito, observe que, a n-conversao A(M 1) —
N deve nos fornecer um termo N, obtido de M decrementando todas as suas
varidveis livres em 1. Mas isto, segundo a idéia de [Bor95)], consiste exatamente
em normalizar o termo ((AM) <), no caso em que < nao ocorra na forma normal
de ((AM) <€), onde <& é um simbolo de constante que nao pertenga a linguagem
do céalculo considerado. Isto pode ser resumido de forma mais objetiva através da
seguinte regra: Seja geny (M, pos) o resultado de se aplicar a regra que inicia a

simulagao de um passo de f-conversao ao termo M na posicao pos. Entao

MM 1) = giaN se N = norm(geny, ((AM) <), raiz))

e O nao ocorre em N, para £ € {0, s., Susp}.

Essa idéia ja foi mostrada correta para o Ao [Bor95] e para o As. [ARKOIal.
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Vejamos agora que esta implementagao também ¢ correta para o Agysp-

Proposicao 4.1 A implementagio descrita acima pela regra (Etag,sy) € “correta”

no sentido expresso na proposi¢io[2.9
Antes de demonstrarmos essa proposicao consideremos o seguinte:

Lema 4.2 Sejam A e B termos bem-formados e k > 0. Entao a rm-normaliza¢ao
do termo bem-formado [A, k,k —1,Qk — 2 :: ... :: Q0 :: (B, 1) :: nil] nos fornece um
novo termo que decrementa em 1 todas as varidaveis livres de A maiores do que k,
substitui a k-ésima varidvel de A pelo termo B atualizado de forma correta de acordo

com sua estrutura e, deiza inalteradas todas as varidveis de A menores do que k.

Demonstracao.

Por inducao sobre a estrutura do termo A, temos:

1. Se A = n entao,

(a) se n >k entdo [n, k,k—1,@k —2:: ... :: Q0 2 (B,1) = nal] - &
[n—k, 0,k —1,nil] —,n— 1;

(b) se n =k entao [0,k k—1,Qk —2: ... Q0 (B,1) ::nil] -5
[1,1,k—1,(B,1) = nil] =, [B,0,k —1—1,nil];

(c) sen < kentdo [n, k,k—1,Qk —2::...:: Q0 (B,1) = nil] =71
[LLk—n+1,k—1,Qk —n—1:...:Q0: (B,l) : nil] — ,,n;

2. Se A= (C D) entao aplicamos a hipdtese de indugao para os termos C e D;

3. Se A = (AC), como o termo C' esta limitado por um abstrator adicional,
entao apenas as variaveis livres de C' maiores do que k£ + 1 é que devem ser
decrementadas em 1, a k + 1-ésima variavel deve ser substituida pelo termo B
atualizado de forma correta de acordo com sua estrutura e, as outras variaveis

devem permanecer inalteradas.

Como [(AC),k,k—1,@Qk —2::...:: Q0 :: (B,l) :: nil] —,,
MC k+1,k,Qk —1::...::@Q0 :: (B,1) :: nil], aplicamos a hip6tese de indugao
para o termo [C,k+ 1,k,@Qk —1::...:: @0 :: (B,1) :: nil] e obtemos o resul-

tado desejado.
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4. Se A = [t,ol,nl, e] entao primeiro determinamos a forma rm-normal do termo
A. Pelo lema temos que rm-norm(A) é um termo puro na notagao de De

Bruijn e, portanto a anélise desse caso recai em um dos casos anteriores.

Demonstracao da proposigao [4.1] Inicialmente observe que o termo
[M,1,0,(<,0) :: nil] é obtido a partir da aplicagdo da regra 5 na raiz do termo
((AM) ©). Apbs a propagagao do simbolo <, todas as varidveis livres de M sao
decrementadas em 1 exceto aquelas que correspondam ao abstrator externo que
deverao ser substituidas pelo simbolo ¢. A demonstracao desse fato é feita por

indugao sobre a estrutura do termo M:

e Se M = n entao,

(a) se n =1 temos [n, 1,0, (<,0) :: nil] —,, [<,0,0,nil] — ., <, como era

esperado pois < pode ser considerado como um simbolo de constante;

(b) se n > 1 temos [n, 1,0, (<,0) :: nil] -, [n—1,0,0,nil] —,,n—1.

e Se M = (A B) entao aplicamos a hipdtese de indugao aos termos A e B e o
resultado é imediato ja que as ocorréncias de varidaveis no termo A nao tém

interferéncia junto as varidaveis do termo B.

e Se M = (MA) entao [(AA),1,0,(<,0) = nil] — ., A[A,2,1,Q0 :: (<,0) :: nil].
Pelo lema todas as variaveis livres de A maiores que 2 sao decrementadas
em 1, a segunda variavel livre, que corresponde ao abstrator que foi eliminado
na (s-reducao, é substituida pelo simbolo ¢ enquanto que todas as outras

varidveis permanecem inalteradas.

e Se M = [t,ol,nl,e] entdo primeiro rm-normalizamos o termo M. Como, pelo
lema , o termo rm-norm(M) é um termo puro na notagao de De Bruijn,

temos que a analise desse caso recai em um dos casos anteriores.

Além disso, quando o termo rm-norm([M, 1,0, (<, 0) :: nil]) ndo possui o simbolo
<&, ao incrementarmos todas as suas varidveis livres, obteremos um termo rm-
equivalente ao termo M. Isto corresponde a condicao original para aplicacao da
regra 7. A demonstragao dessa rm-equivaléncia é feita por indugao sobre a estru-

tura do termo M de maneira equivalente ao caso anterior. Assim, temos que ao
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incrementarmos todas as varidveis livres de rm-norm([M, 1,0, (<,0) :: nil]), obte-

remos um termo rm-equivalente ao termo M. O

Vejamos agora como foram construidas as func¢oes, em Ocaml, para implementacao
das regras Etag para & € {0, s., Susp}. Seja M um termo qualquer pertencente a
linguagem do cdlculo \¢. Nossa proposta consiste em uma adaptagao da idéia an-
teriormente apresentada onde a normalizagao do termo ((AM) <) deve ser feita de
forma apropriada, isto é, para A(M 1) —,N, queremos uma normalizagao que nos
fornega exatamente o termo N acima. Se simplesmente {-normalizarmos ((AM) <),
obteremos provavelmente um termo mais simples do que N porque foram aplicadas
regras adicionais que nao eram necessarias. Nossa normalizacao deve apenas propa-
gar o simbolo <, e deixar inalterados subtermos que nao contenham este simbolo.
Como esta é uma normalizagao especial, a denominaremos a partir de agora de

&-pseudo-normalizacao.

A implementacao de nossas regras E'tae, como todas as demais, se subdivide em
duas etapas. A primeira busca um redex onde a regra se aplique. A segunda etapa
faz a &-pseudo-normalizacao propriamente dita. Para que um subtermo da forma
A(M 1) seja um redex para a regra Etae é necessario e suficiente que o termo M
nao contenha a variavel livre 1. Isto pode ser feito da seguinte forma: no caso em
que essa forma &-pseudo-normal possua o simbolo <, que caracteriza a ocorréncia da
variavel livre 1 no termo ¢;, a regra Etas nao se aplica. Caso contrario a mesma se
aplica e o termo obtido apds a aplicacao dessa regra consiste exatamente da forma

&-pseudo-normal de ((At1) <) como descrito acima.
Vejamos como isto ocorre em cada um dos calculos que estamos considerando.

O primeiro ambiente de nossa implementacao ¢ o célculo Ao. Neste caso,
((At1) ©) = Beta t1]<.1d]. Agora precisamos o-pseudo-normalizar o termo ¢;[<.id].
Essa o-pseudo-normalizagao, que denotaremos por sig-norm foi implementada da
forma mostrada a seguir. O nome das regras foi colocado entre os simbolos (x e *)
para facilitar a leitura. As fungbes occurdummy* que aparecem nos codigos abaixo
buscam a ocorréncia de simbolos ¢ na expressao dada como argumento e tém custo

linear em funcao do tamanho da entrada.

let rec sig-norm exp =

match exp with
Dummy -> Dummy | One -> 0One | Vr ¢ -> Vr c |

(* App *)  Sb(A(el,e2),sb)-> (if (occurdummyl(el) ||occurdummyl(e2) ||
occurdummylsb(sb)) then
A(sig-norm(Sb(el,sb)),sig-norm(Sb(e2,sb))) else exp) |
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(x Abs *)  Sb(L(el),sb)-> (if (occurdummyl(el) | |occurdummylsb(sb))
then L(sig-norm(Sb(el,Pt(One,Cp(sb,Up))))) else exp) |
(* Clos *) Sb(Sb(el,sl1),s2)-> sig-norm(Sb(el,sig-normsb(Cp(sl,s2)))) |
(*VarCons*) Sb(One,Pt(el,sb))-> (if (occurdummyl(el) | |occurdummylsb(sb))
then sig-norm(el) else exp) |
(x Id =) Sb(el,Id) -> (if occurdummyl(el) then sig-norm(el) else exp) |
_ ~> exp
and
sig-normsb subs =
match subs with
Up > Up | Id -> I4d |
(*ShiftCons*)  Cp(Up,Pt(el,sb)) ->
(if (occurdummyl(el) || occurdummylsb(sb))
then sig-normsb(sb) else subs) |

(* IdL *) Cp(Id,sb) -> sig-normsb(sb) |
(* IdR %) Cp(sb,Id) -> sig-normsb(sb) |
(* Map *) Cp(Pt(el,sl1),s2) —>
(if (occurdummyl(el) || occurdummylsb(sl) ||

occurdummylsb(s2)) then sig-normsb(Pt(sig-norm(Sb(el,s2)),
sig-normsb(Cp(s1,s2)))) else subs) |

(*Assocx*) Cp(Cp(sl,s2),s3) —>
(if (occurdummylsb(sl) || occurdummylsb(s2) ||
occurdummylsb(s3)) then
sig-norm(Cp(sig-normsb(sl),sig-normsb(Cp(s2,s3))))
else subs) |

(*SCons*) Pt (Sb(One,s1),Cp(Up,s2)) ->
(if ((s1 = s2)&&(occurdummylsb(sl))) then
sig-normsb(sl) else subs) | -> subs;;

Note que em sig-norm as redugoes nao-triviais estao sempre ligadas a um condi-
cional if, com excecao das regras IdL, IdR e Clos. Uma das justificativas para esse
fato pode ser vista na seguinte reducao (feita via sig-norm):

((AL[T?]) ©) = 5, L[1*][Cid] = cios L[1? o(<.id)] = Assoc L[ o(T o(O.id))] = Shigtcons
1[1 oid] = rar 1[1].

Caso as regras IdR e IdL tivessem um condicional como as outras, nao seria
possivel obter o resultado desejado. De fato, elas nao poderiam ser aplicadas, por
exemplo, em 1[1 oid] j& que esse termo nao possui ocorréncias do simbolo < mas
precisa ser simplificado. Como nosso objetivo inicial era apenas propagar subtermos
com alguma ocorréncia do simbolo <, a implementacao de Eta, acaba por utilizar

passos adicionais durante a derivacgao.

No As. temos, ((AM) ©) = 5—gen Mo, Precisamos, entao, s.-pseudo-normali-

zar Mo'<. Denotaremos essa s.-pseudo-normalizacao por se-norm que é dada por:

let rec se-norm exp =
match exp with

Dummy -> Dummy |
DB i ->DB i |
Vr c -> Vr ¢ |

|

S(i,Vr c,Dummy) -> exp
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(*sigma-destruction*) S(i,DB j,Dummy) ->
(if j<i then DB j else
(if j>i then (DB (j-1))
else P(0,i,Dummy))) |
(*sigma-app*) S(i,A(el,e2),Dummy) ->
A((se-norm (S(i,el,Dummy))),
(se-norm (S(i,e2,Dummy)))) |

(*sigma-lambdax) S(i,L(el) ,Dummy) ->
L(se-norm (S(i+1,el,Dummy))) |
(*sigma-sigmax) S(i,S(j,el,e2),Dummy) ->

(if i >= j then

S(j, (se-norm (S(i+1,el,Dummy))),
(se-norm (S(i-j+1,e2,Dummy))))
else exp) |

(*sigma-phix) S(i,P(k,n,e) ,Dummy) ->

(if i>=k+n then

P(k,n, (se-norm (S(i-n+1,e,Dummy))))

else (if i>k then

P(k,n-1,e) else exp)) |

_ > exp ;;

Como podemos observar, a implementacao acima é mais simples que a anterior
ja que o As. preserva a estrutura do termo, ou seja, o simbolo & permanece sempre
como o ultimo argumento do subtermo a ser normalizado quando simulamos uma
n-conversao de um A-termo puro. Como consequéncia desta regularidade, a imple-
mentacao dessas regras pode ser feita sem a necessidade de nenhum condicional.
Isto, claramente, é uma grande vantagem para o As. ja que nos outros calculos a
verificagao da fungao occurdummy* tem custo linear no tamanho do termo para cada

aplicacao da regra.

No Asusp a implementagao se assemelha muito a implementagao do Ao. Aqui
temos que ((AM) <) — 5, [M,1,0,(<,0) 2 nil]. Denotaremos por susp-norm a
Susp-pseudo-normalizagdo do termo [M, 1,0, (<,0) :: nil]. A funcdo susp-norm é

dada por:

let rec susp-norm exp =
match exp with
Dummy -> Dummy |
DB 1 ->DB i |
Vr ¢ ->Vr c |
(*¥r_1*) Sp(Dummy,i,j,env) -> Dummy |
(+r_2%) Sp(DB i,0,j,Nilen) -> DB (i+j) |
(xr_3*) Sp(DB 1,i,j,Con(Ar(k),env)) -> DB (j-k) |
(*r_4x) Sp(DB 1,i,j,Con(Paar(el,k),env)) ->
(if (occurdummy3 el)
then susp-norm(Sp(el,0,j-k,Nilen))
else exp) |
(xr_5%) Sp(DB i,j,k,Con(envt,env)) ->
(if ((occurdummy3_Et envt) ||
(occurdummy3_Env env))
then susp-norm(Sp(DB (i-1),j-1,k,env))
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else exp) |
(*r_6%) Sp(A(el,e2),i,j,env) -> (if ((occurdummy3 el) ||
(occurdummy3 e2) || (occurdummy3_Env env))

then A(susp-norm(Sp(el,i,j,env)),
susp-norm(Sp(e2,i,j,env))) else exp) |
(xr_7*) Sp(L(el),i,j,env) -> (if ((occurdummy3 el) ||
(occurdummy3_Env env))
then L(susp-norm(Sp(el,i+1,j+1,Con(Ar(j),env))))
else exp) |
-> exp;;

As observagoes para a implementacao da susp-norm sao analogas as feitas para
sig-norm. Ou seja, observamos aqui as mesmas dificuldades encontradas para o Ao

pois as regras ro e r3 sao implementadas sem nenhum condicional if.

Em funcao de todas essas observagoes concluimos que a implementacao da regra

Eta no célculo As. ¢ mais eficiente que nos calculos Ao e Agysp.

Apesar de estarem corretas, nés nao temos a completude dessas implementagoes.
Isto é, as implementacoes s6 funcionam da forma esperada para termos puros do \-
calculo e nao para termos quaisquer como acreditavamos inicialmente. Um contra-

exemplo, para o s, pode ser visto na figura a seguir:

(40'1)0lC
o-destruction o-o-transition

30lo (40%20)0t (1010)

o-destruction
2

o-destruction

2 30! (¢40)

O ramo esquerdo corresponde & reducao segundo a idéia original de Borovansky[Bor95],
enquanto que o ramo direito corresponde a reducao via s.-pseudo-normalizagao.
Como podemos ver esses ultimos termos obtidos nao sao juntaveis via s.-pseudo-

normalizacao.

Concluiremos este capitulo apresentando os resultados que mostram a corretude
das implementacoes das regras Etae, onde & € {0, s., Susp} mostradas acima, para

termos puros.
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Lema 4.3 Seja M € Ayg. Entao a o-pseudo-normalizacao de

ML) .. L[ OA L 5]

nos fornece um novo termo que mantém todas as varidveis do termo M menores
que k inalteradas, substitui a k-ésima varidvel por O[1*71] e decrementa em 1 todas

as varidveis matores do que k.

Demonstracao.

Por indugao sobre a estrutura de M temos que:

e Se M =nen<kentao 11" [L1[1]. ... [ 2L.OMF . 1] = cros

1 o(LA[. . ARO[ R 2

1t o(t o (T o(LA[]. ... A[F 2L O 15 1)) = & cons L7
Se n =k entao 1[t"Y[L.1[1]..... L[R2 OF 1) 1) — s

1 o(LA[. . AR OME Y AR 2

10t o(t ol (1 o(LL[L. ... L[F2LOMA ] )] = Gk, O[],

Se n >k entao 1[t"Y[L.1[1]..... L[R2 O] 1) — s

At oL A AL AR =

1t o(t ol (T o(@A[M]. ... AP LOM* %] = Gircons
Lo o 1471 = 12

e Para M = (A B) aplicamos diretamente a hipdtese de indugao.

e Se M = (M) entao (VA)[LL[1].... L2011 — s
AA[L (L[] 272l O[] 5o D] = §y,
AALL LR . 12O [ o )] ot
MNA[LL[1]A[17. .. 2P O], 1], Agora utilizamos a hipdtese de indugao

para concluirmos o resultado desejado.

O

Proposicao 4.4 Seja M € Ayp. Se A(M 1) =, N entdo a implementagdo da regra

Eta no cdlculo Ao simula esta n-conversao, isto é, A\(M 1) — gy, N.

Demonstracao.

A caracterizagao da regra Eta, ¢ dada pela fun¢ao sig-norm mostrada anterior-

mente. A demonstracao é feita por inducao sobre a estrutura do termo M.
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e Se M =n en # 1 entao por um lado temos que A(n 1) —,n — 1. Queremos
mostrar que n[<¢.id] = 1[1"71[O.id] também o-pseudo-reduz a n — 1. De fato,

l[Tnil][Old] — Clos l[Tnil O(Old)] - Assoc l[Tn72 O(T O(Old))] - ShiftCons
112 o(id)] = rar L[1"?] = n = 1.

e Se M = (A B) com A e B sem ocorréncias da varidvel livre 1 entdo, pela
condicdo de aplicagao da regra 1 ao par (A B), temos que A(A 1) —,A" e
A(B 1) —,B’, onde A" e B’ sdo obtidos de A e B respectivamente, decremen-

tando todas as suas variaveis livres em 1.

Por outro lado, (A B)[C.id] — app A[C.id] B[<.id]. Mas por hipétese de indu-
¢ao temos que a o-pseudo-normalizagdo de A[C.id] e B[$.id] corresponde,

respectivamente, a A’ e B’.

e Se M = (A\A) e Anao possui ocorréncias da variavel livre 2 entdo A((AA) 1) —,
AA”, onde A” consiste do termo A com todas as suas varidveis livres decre-

mentadas em 1.

Por outro lado, aplicando o lema ao termo M[<C.id], e lembrando que

1= id, obtemos o resultado desejado.

Lema 4.5 Seja M € Ayp. Entdo a s.-pseudo-normalizacdao do termo Mo'<C nos
fornece um novo termo tal que todas as variaveis de M menores do que i permanecem
inalteradas, a i-ésima varidvel € substituida por py< e todas as varidveis maiores

do que 1 sao decrementadas em 1.

Demonstracao.

Por indugao sobre a estrutura do termo M temos:

e Se M =nen <ientdo no'C — ;- gesy .
Quando n = i entao no'C — ;- gestr PH O
Quando n > 7 entdao no'<G — ,-gestynt — 1.

e Se M = (A B) entao (A B)o'O — 5ogpp (Ac?O) (Bo'<). Agora pela hipétese

de inducao temos o resultado desejado.
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e Se M = (\A) entdao (AA)d"C — 5oy NMAc1O. Agora utilizamos a hipétese de

inducao para obtermos o resultado desejado.

Proposicao 4.6 Seja M € Agp. Se A(M 1) —,N entdo a implementagdo da regra

Eta no cdlculo \s. simula esta n-conversao, isto é, A\(M 1) — Btas, V-

Demonstracao.

Por indugao sobre a estrutura de M, temos que:

e Se M =nen > 1entao, de maneira analoga ao proposicao anterior precisamos
mostrar que no'& —n — 1. De fato, isto acontece apds a aplicacao da regra

o-destruction.

e Se M = (A B) com A e B sem ocorréncias da varidvel livre 1 entdo, pela
condi¢do de aplicagao da regra 1 ao par (A B), temos que A(A 1) —,A" e
A(B 1) —,B’, onde A" e B’ sdo obtidos de A e B respectivamente, decremen-

tando todas as suas variaveis livres em 1.

Por outro lado, temos que (4 B)o'O — 54y (ActO) (Bo' <), e por hipdtese
de inducao temos que (Ac'<C) = pro, A € (Bo'C) = o, B

e Se M = (AA) e Anao possui ocorréncias da variavel livre 2 entdao A((AA) 1) —,
AA”, onde A” consiste do termo A com todas as suas varidveis livres, exceto

1, decrementadas em 1.

Por outro lado temos que (AA)ct<O — -y AAc?<. Utilizando o lema 4.5/ temos

que este tltimo termo tera todas as suas variaveis livres decrementadas em 1.

O

Proposicao 4.7 Seja M € Agp. Se A(M 1) =, N entdo a implementagdo da regra

Eta no cdleulo Agusp simula esta n-conversao, isto é, A\(M 1) = prag,,, N

Demonstracao.

Por indugao sobre a estrutura de M, temos:
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e Se M =n en > 1 entao, de maneira analoga as proposigdes anteriores pre-
cisamos mostrar que [n, 1,0, (<,0) 2 nil] —*n — 1. De fato,
[n, 1,0,(<,0) ::nil] — ., [n—1,0,0,ni] —,,n — 1.

e Se M = (A B) com A e B sem ocorréncias da varidvel livre 1 entdo, pela
condi¢do de aplicagao da regra 1 ao par (A B), temos que A(A1)—,A" e
A(B 1) —,B’, onde A" e B’ sdo obtidos de A e B respectivamente, decremen-

tando todas as suas variaveis livres em 1.

Por outro lado temos que
[(A B),1,0,(<,0) = nil] — 4 [A,1,0,(<,0) = nil] [B,1,0,(<,0) :: nil]
e, aplicando a hipétese de inducao que nos diz que
[A,1,0,(<,0) i nil] = prag,,, A" e [B,1,0,(<,0) : nil] = pag,,, B’

temos o resultado desejado.

e Se M = (AA) e Anao possui ocorréncias da variavel livre 2 entao A((AA) 1) —,
AA” onde A” consiste do termo A com todas as suas variaveis livres,exceto 1,

decrementadas em 1.

Por outro lado, [(AA), 1,0, (<,0) :: nil] — ., A[A,2,1,@Q0 :: (<,0) :: nil]. Apli-
cando o lema [£.2] temos o resultado desejado.



Conclusao

A &rea de Substituicoes Explicitas tem crescido rapidamente nos ultimos anos
devido a um grande interesse em se poder controlar explicitamente as operagoes do
A-calculo. Varios sabores de calculos de substituigoes explicitas tém sido propostos
devido a dificuldade em se conseguir um que seja confluente (tanto em termos abertos
quanto em termos fechados), que simule a [-conversao, que preserve a terminacao

forte (PSN) e cujo calculo de substitui¢oes explicitas subjacente seja terminante.
Aqui estudamos trés calculos de substituicoes explicitas: 0 Ao, As. € 0 Agysp-

O Ao tem um papel importante por ter sido o primeiro calculo de substituigoes
explicitas a ser apresentado a comunidade cientifica. Vimos que ele é local-confluente
(para termos abertos), e que simula a f-conversao. O cdalculo de substitui¢ao sub-

jacente o é terminante, mas [Mel95] mostrou que Ao nao é PSN.

O Asusp foi desenvolvido por Nadathur e Wilson [NW9S], e até entao nao tinha
sido comparado com nenhum outro calculo de substituicoes explicitas. Aqui intro-
duzimos uma regra Eta para esse calculo e vimos que o sistema Susp + Etagys, ¢
terminante e confluente (para termos abertos e fechados). Até o presente momento
nao sabemos se esse calculo é PSN ou nao. Além disso, vimos também que Agys, ¢

incomparavel, no sentido de [KR00], com o \o.

O As., uma extensao para termos abertos do As, é confluente, simula a -
conversao, mas, como mostrou [Gui00] nado é PSN. Uma questao em aberto consiste
em saber se o calculo de substituicao subjacente, s, é terminante. Mostramos que
0 As. ¢ mais adequado que o Agysp. Na verdade, obtivemos aqui muito mais do
que a nocao de adequabilidade de [KR00], pois qualquer simulagdo de um passo de
[-conversao no As. tem comprimento menor ou igual a correspondente simulagao

no /\Susp-

Paralelamente aos estudos teoricos, desenvolvemos uma implementacao com o

objetivo de simular as derivagoes de um A-termo em qualquer dos céalculos aqui trata-
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dos. Essa implementagao foi feita na liguagem de programacao funcional Ocaml, da
familia ML, que utiliza tipagem implicita. A escolha desta linguagem se deu basica-
mente pela sua facilidade em se trabalhar com A-termos. No capitulo 4 apresentamos
a idéia geral desse programa com exemplos das estruturas utilizadas na construgao
da implementacao das regras de reescrita dos calculos Ao, As. e Agysp. A construcao
das regras Eta,, Etas, e Etag,s, fol uma etapa importante do trabalho haja vista
que a condi¢ao de aplicagao da n-conversao no A-calculo nao é trivial. Apresentamos
as idéias utilizadas para a implementacao dessas regras e mostramos a corretude das
mesmas. Pudemos observar também que a implementacao da regra Eta no s, é
muito mais eficiente do que no Agys, ou no Ao. Essa eficiencia se deve ao fato de a
propagacao do simbolo < ser feita apenas sobre termos da forma Mo*<. Como esta
propagacao mantém sempre o simbolo ¢ como segundo argumento da funcao o?,
nao necessitamos estruturas com condicionais if que elevam o custo computacional

da implementacao.

Interessantes questoes tedricas resultaram da experiéncia implementacional. Em
particular é necessario um refinamento da implementacao que permita uma analise
detalhada de possiveis alternativas para uma implementacao eficiente da regra Eta
que nao misture a normalizacao com passos isolados e independentes de reescrita do
calculo de substituicoes associado. Além disso, a interface com o usuério pode ser
melhorada assim como podem ser acrescentadas algumas opgoes como, por exemplo,
a possibilidade de se efetuar a mesma simulagao automaticamente nos trés calculos.
Um refinamento do cédigo para o tratamento de excecoes, isto ¢, dados incorretos

fornecidos pelo usuario, também é necessario.

Outro trabalho futuro diz respeito a conjectura que Nadathur apresentou em
[Nad99] referente a preservacao da terminacao forte (PSN) para o Agys,. Acredita-
mos que uma analise cuidadosa dos resultados obtidos nesta dissertacao no que diz
respeito a maior adequabilidade do As, na simulacao de um passo de [-conversao
pode ser um bom ponto de partida para se concluir ou nao a preservacao da ter-

minagao forte (PSN) para o Agysp-



Referéncias

[ACCLY1]

[AROO]

[ARKO1a]

[ARKO1b]

[ARMO0]

[Bar97]

[BNOS]

[Bor95]

M. Abadi, L. Cardelli, P.-L. Curien, and J.-J. Lévy. Explicit Substitu-
tions. Journal of Functional Programming, 1(4):375-416, 1991.

M. Ayala-Rincén. Fundamentos da programacao logica e funcional
- o principio da resolucao e a teoria da reescrita. Departamento
de Matemadtica, Universidade de Brasilia, 2000.  Disponivel em:

http://www.mat.unb.br/ ayala/academics.html.

M. Ayala-Rincén and F. Kamareddine. On Applying the As.-Style of Uni-
fication for Simply-Typed Higher Order Unification in the Pure lambda
Calculus. In R.J.G.B. de Queiroz and M. Ayala-Rincén, editors, Pre-
Proceedings Fighth Workshop on Logic, Language, Information and Com-
putation - WoLLIC 2001, pages 41-54, 2001.

M. Ayala-Rincén and F. Kamareddine. Unification via the As.-Style of
Explicit Substitution. Logical Journal of the Interest Group in Pure and
Applied Logics - IGPL, 9(4):521-555, 2001.

M. Ayala-Rincén and C. Munoz. Explicit Substitutions and All That.
Revista Colombiana de Computacion, 1(1):47-71, 2000.

Henk Barendregt. The impact of the lambda calculus in logic and com-
puter science. Bulletin of Simbolic Logic, 3(3):181-215, 1997.

F. Baader and T. Nipkow. Term Rewriting and All That. Cambridge
University Press, 1998.

P. Borovansky. Implementation of Higher-Order Unification Based on
Calculus of Explicit Substitutions. In M. Bartosek, J. Staudek, and
J. Wiedermann, editors, Proceedings of the SOFSEM’95: Theory and

04



65

[CF58]

[Chu32]

[Chu33]

[CR36]

[Cur86]

[AB72]

[DHKOO]

[Gui00)]

[KB70]

(KR35

[KR95a]

Practice of Informatics, volume 1012 of Lecture Notes on Computer Sci-

ence, pages 363-368. Springer Verlag, 1995.

H. B. Curry and R. Feys. Combinatory Logic, volume 1. North Holland,
1958.

A. Church. A set of postulates for the foundation of logic. Annals of
Math., 33(2):346-366, 1932.

A. Church. A set of postulates for the foundation of logic (second paper).
Annals of Math., 34(2):839-864, 1933.

A. Church and J. B. Rosser. Some properties of conversion. Trans. Amer.
Math. Soc., 39:472-482, 1936.

P.-L. Curien. Categorical Combinators, Sequential Algorithms and Func-

tional Programming. Pitman, 1986. Revised edition : Birkh&user (1993).

N.G. de Bruijn. Lambda-Calculus Notation with Nameless Dummies,
a Tool for Automatic Formula Manipulation, with Application to the
Church-Rosser Theorem. Indag. Mat., 34(5):381-392, 1972.

G. Dowek, T. Hardin, and C. Kirchner. Higher-order Unification via
Explicit Substitutions. Information and Computation, 157(1/2):183-235,
2000.

B. Guillaume. The As.-calculus Does Not Preserve Strong Normalization.
Journal of Functional Programming, 10(4):321-325, july 2000.

D. Knuth and P. Bendix. Simple Word Problems in Universal Algebras.
In J. Leech, editor, Computational Problems in Abstract Algebra, pages
263-297. Pergamon Press, 1970.

Stephen Kleene and Barkley Rosser. The inconsistency of certain formal
logics. Annals of Math., 36(2):630-636, 1935.

F. Kamareddine and A. Rios. A A-calculus a la de Bruijn with Explicit
Substitutions. In Proc. of PLILP’95, volume 982 of LNCS, pages 45-62.
Springer, 1995.



66

[KR95b]

[KR97]

[KR00]

[Mel95]

[Nad99]

[New42]

[NMSS]

[INW9g]

[RW13]

F. Kamareddine and A. Rios. The As-calculus: its typed and its extended
versions. Technical report, Department of Computing Science, University
of Glasgow, 1995.

F. Kamareddine and A. Rios. Extending a A-calculus with Explicit Sub-
stitution which Preserves Strong Normalisation into a Confluent Calculus

on Open Terms. Journal of Functional Programming, 7:395-420, 1997.

F. Kamareddine and A. Rios. Relating the Ao- and A\s-Styles of Explicit
Substitutions. Journal of Logic and Computation, 10(3):349-380, 2000.

P.-A. Mellies. Typed A-calculi with explicit substitutions may not ter-
minate in Proceedings of TLCA’95. LNCS, 902:328-349, 1995.

G. Nadathur. A Fine-Grained Notation for Lambda Terms and Its Use in
Intensional Operations. The Journal of Functional and Logic Program-
ming, 1999(2):1-62, 1999.

M. H. A. Newman. On theories with a combinatorial definition of equiv-
alence. Ann. of Math., 43(2):223-243, 1942.

G. Nadathur and D. Miller. An overview of AProlog. In R.A. Kowal-
ski (Eds.) In: K.A. Bowen, editor, Proc. 5th Internat. Logic Programming
Conf. Seattle, Washington, Cambridge, MA, pages 810-827. MIT Press,
1988.

G. Nadathur and D. S. Wilson. A Notation for Lambda Terms A Gen-
eralization of Environments. Theoretical Computer Science, 198:49-98,
1998.

B. A. W. Russel and A. N. Whitehead. Principia Mathematica, volume
1 and 2. Cambridge University Press, 1910-1913.



	Introdução
	Sistemas de Reescrita e o -Cálculo
	Sistemas de Reescrita
	O -Cálculo
	O -Cálculo em Notação de De Bruijn

	Substituições Explícitas
	Alguns Cálculos de Substituições Explícitas
	O Cálculo 
	O Cálculo se
	O Cálculo Susp

	Adição da regra Eta para o Cálculo Susp
	A Correspondência entre as Regras Eta

	Adequabilidade
	Noções de Adequabilidade para Comparação de Cálculos de Substituições Explícitas
	Incomparabilidade entre Cálculos de Substituições Explícitas
	Os Cálculos  e se são Incomparáveis
	Os Cálculos Susp e  são Incomparáveis.

	O Cálculo se é mais adequado do que o Susp.

	Uma Implementação para os Cálculos , se e Susp com a Eta-conversão
	A implementação da regra Eta

	Conclusão
	Bibliografia

